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1968లో స్థాపన జరిగిన నాటి నుంచి ఉన్నత స్థాయిలో బోధనాభాషగా తెలుగు 
కుదురుకొనడంలో తెలుగు అకాడమి నిర్వహిస్తున్న పాత అందరికి విశదమైందే. ఎన్నో 
రకాల ఇబ్బందులను అధిగమిస్తూ అత్యల్ప వ్యవధిలో ఇంటర్‌, డి(గీ, పి.జి. స్థాయిలకు 
కావలసిన పాఠ్య(గంథాలు; అనుబంధ (గంథాలుగా అనువాదాలు, మోనో గాఫ్‌లు, జనరంజక 
గ్రంథాలు, వ్యాసావళులు, కరదీపికలు; ఎంసెట్‌, ఐ.ఐ.టి., టి.టి.ఐ. మొదలయిన పోటీ 
పరీక్షలకు కావలసిన (గంథాలు; పారిభాషిక పదకోశాలు; శాస్త్ర నిఘంటువులు 
మొదలయినవాటిని (పచురించి అకాడమి . విద్యారంగానికి సముచితమయిన సేవ 
చేయగలిగింది. అకాడమి పచురణలు ఎన్నో పునర్ముదణలు కూడా పొందాయి. 


1993లో రాష్ట ఉన్నత విద్యామండలివారు రాష్టంలోని వివిధ విశ్వవిద్యాలయాల 
ఆచార్యులు, అధ్యాపకుల సహకారంతో పాఠ్య(పణాళికలను (పస్తుత సమాజ అవసరాలకు 
ఉపయోగపడేవిధంగా నవీకరించారు. ఈ నేపధ్యంలో నవీకరించిన ఉమ్మడి పాఠ్యపణాళిక 
పకారం వివిధ శాస్తాలలో డిగీ పథమ, ద్వితీయ, తృతీయ సంవత్సరాలకు కాపలసిన 
' పాఠ్యగంథాల తయారీ అకాడమి చేపట్టింది. 


నవీకరించిన ఉమ్మడి పాఠ్య్యపణాళిక (పకారం డి।గీ స్థాయి విద్యారులకోసం ఈ 
గంథం [పచురించడం జరిగింది. దీన్ని _1పామాణిక _గంథంగా తీర్చిదిద్దడానికి సంపాదక, 
రచయితలు విశేషంగా శమించారు. ఇంకా సమ్మగంగా తీర్చిదిద్దడానికి సహృదయ 
పాఠకులు: సూచనలిస్తే కృతజ్ఞతతో స్వీకరించగలము _ 


పవేణిక 


ఆంధ్రపదేశ్‌ (పభుత్వ నిర్ణయం మేరకు 1987 వ సంవత్సరం నుంచి రాష్ట్రంలోని 
డిగీ స్థాయి విద్యార్థులందరికి ఒకే పాఠ్య (పణాళిక (పవేశపెట్టడం జరిగింది. 


వివిధ విశ్వవిద్యాలయాలలో బి.యన్‌సి.; బి.ఏ. తృతీయ సంవత్సరం గణి తశాస్త్ర 
పాఠ్యాంశంలో “అవకలన జ్యామితి” ఒక ఐచ్చిక పేపరు. 


మొదటి అధ్యాయంలో “సదిశలు-అవకలన జ్యామితిలో వాటి ఉపయోగాలు” 
వివరించడమైంది. శ 


తరవాత రెండు అధ్యాయాలలో స్పర్శరేఖలు, (పధాన అభిలంబరేఖలు, 
ఉపాభిలంబ రేఖలు,. వక్రత, విమోటనాలు- వివిధ వ(క్రాల దృష్ట్యా చర్చించడం జరిగింది. 


చివరి అధ్యాయాలలో మౌలిక రూపాలు, వెయిన్‌గార్జిను సమీకరణాలు, 
తలాలలోని వ్యక్రాల గురించి లంబభేదనము, అభిలంబ వక్రత, మ్యూనర్‌ సిద్దాంతము, కనిష్ట 
తలాల .గురించి, సంయుగ్మ దిశలు అనంత స్పర్శరేఖలు గురించి చర్చించాం. 


పతి అధ్యాయంలో తగినన్ని సమస్యలకు సాధనలిచ్చాం.. అధ్యాయాలకు చివర 
కొన్ని సమస్యలిచ్చాం. సదిశలను సూచించేటప్పుడు ముద్ద అక్షరాలను లేదా అక్షరాలపై 
బాణం గుర్తులనువాడాం. 


' సహృదయ పాఠకులు ఇచ్చే నిర్మాణాత్మక సలహాలను కృతజ్ఞతలతో స్వీకరించి 
పునర్ముదణలో పొందుపరచడం జరుగుతుంది. 


. . సదిశలుచ్యతివరిమాణ జ్యామితి 
అంతరాళంలోని వకాలు 


ఆవరణికలు-ఊత్పన్న తలాలు-రేఖా జన్యతలాలు 
(పథమ పకక రూపము-దానియెక్క మతము ట్‌ 
న తలము-వ(కాలు 

[వధాన దిశలు, [1పభధాన వ్యకతలు, వ(కతారేఖలు 


. "సంయుగ్మ దీశలు-అనంత స్పర్శరేఖలు 
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యయ. 
సదిశలు = (తిపరిమాణ జ్యామితి 


నిత, (తిపరిమాణ జ్యామితులలో . ఈ (కింది ఫలితాల గురించి 
తెలిసికొన్నారు. వాచీ ఉపయోగము అవకలన జ్యామితిలో ఉస్నందున ఇక్కడ సూచించడము 
జరిగినది. 'అవకలస జా కా మితి అనేది గణిత శాస్త్రము యొక్క ఒక శాఖ. ఇందులో వ([కాలు, 
ఉపరితలాల గురించి అవకలన గణీతాన్ని ఉపయోగించి వర్చిస్తాం. 
సాధారణంగా (త్రిపరిమాణ రేభాగణితంలో సమ్మగ ఫలితాలకు త్వరిత పద్దతిగ సదిశల 
పయోగిస్తూ సందర్భాసు సోరంగా. ఇతర పద్దతులతో (కార్టీజియన్‌ నిరూప కాలలో లేడా 


పరామితుల నుపయోగించి లేక ధృవ నిరూపకాలిలో) ఆ ఫలితాలసు పోల్చి చూస్తాం. 


(అ) సదిశాంతరాళము £ 

1.1 Te అలలే కేతన 

Em [2b €1=0 అయితే 2, 5,6 లు సతలీయ సదిశలు లేదా 
వాటిలో చెండు సమాంతరము. 

1.2. 3౧ (ుగల= (a: ob-Ga-be [ఇది b, 6లలో వ్యక్తఫరచబడినది. 
(సస) గళ = (6. a) b - (6. “పే) ఇ ఇది పే, న న స. 


కనుక ౧ (0 ౧౦) *(2౧౨) ne] 


13 f(s)= f(s) i+ f(s) j + f(s) k అయితే 


Mies WO న 
BS es గర్‌ లలా పే గం డ్‌ 


1.3.1 (f- g) =f. gels లేదా ల చ స 


1.3.2 fag) = వ. 


2 అవకలన జ స్మ 


1.3.3 fgh] = [fgh] + [fg'h] + [fgh'] 

1.3.4 (fa(gah) =far(eah+fa(gahi-+luigr:tk) 

1.3.5 (of) = of + థి 

సూచన: ఈ ప్రమేయాలు వక చ చాపము క్‌ అనే పరామితిని పాట టోరి సనామిత్తునను. కని 


ఉండిన శ (=) బదులు శ స వంటివి రాయాలి. 


18.6 axtaend=cabd-dlabeldoblisd: ~albcdl. 
_ 13.7 (arb).(ead=(a-c) (b:D)-(a.d)(hb.c) 
14 ,£౬2= &-2ఇ అయితే (22) = 22.2. 


15  నెబ్బా(డెల్‌) 7 =1 చ 4 న + శ అయిన 


15.1 ఉత్పలము = grad థీ = 70 = $2 శ ఖన్హ j ఇస k 


| ప AV, AV. AV, 
1.5.2 అపసరణ =di౪ ౪ =V.౪ జా న శా 





1.5.3 అంక cal. ల్‌ = Vay 


శీ 





చ 


1.5. 4 క అదిశ ప్రమేయము యొక్క ఉత్స లను సాను ప్‌: బుయితే ఆది సిర స్థ Me ee 


స 


15.5 ఒక సదిశ యొక్క. అపసరణ శూన్యమయితే లది సాలినాయడల్‌ సదిశ 
_ 105.6 ఒక సదిశ యొక్క అలక శూన్యమయితే అది (భమణ రహిత సప్శ, 
1.5.7 div (er24 9) = 726, 72 ను లాఫ్హాషయన్‌ కారకము అంటారు. 
15.8 curl (grad ఖీ = 0 


౨5.9 div curl 7 .=0 


1.5. 10 curl onl. wv = grad div 7 77 | 


సదిశలు - (త్రిపరిమాణజ్యామితి 


(౪) త్రపరిమాళా జ్యామితి 1 క 


1. థి (x, Y¥ z)=c అనే. తలానికి స్పర్శతలము, అభిలంబరేఖలు ః 
= (63, 20). అనేది ఉపరితలముపై కల చలన బిందువు అయితే. dr = (dx, స్ట dz) 
ఆ బిందువు వద్ద ఉపరితలానికి గీసిన మ స ఉంటుంది. 


రె 
గ = 99, ర్ట, క (dx, dy,dz) = = 0. కనక (32,32 = రర 2) ఆ ఉపరితలానికి గీసిన 


ఇంకా 


అభిలంబరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులను సూచిస్తాయి. 
2. సమతలము (మొదటి తరగతి ఉపరితలము) 
1.6.1 n సమతలానికి గీసిన అభి లంబరేఖ పభ r-n =p సమతలమున సూచిస్తుంది. 
1.6.2 ౫ అబి sons కలిగిన సమతలము 8 ద్యారా పోయినచో దాని సమీ కరణము 
(గ శ): n = 0 అవుతుంది. 
1.6.3 రప షప కాని మూడు బిందువులు a, b, ఆల ద్యారా పోవు సమతల సమీకరణము 
 (r-a,b-a,c —-a]= 0 అవుతుంది. 
దీనిని r= (1-9 -ఇ 2 + 99 + ౪6 గ కాని 
rz=a+s (b-a)rt(c-a) గా కాని రాయవచ్చు. 
1.6.4 6 ద్వారాపోతూ ఇ, సే లకు సమాంతరముగ కలి సమతల సమీకరణము 
r=c+sa+tb అవుతుంది. 


1.6.5" నాలుగు బిందువులు a,b, c,dలు. సతలీయములవలానికీ నియమము. 


la+mb+ne+pd =0 sl+m+n+p=0 
1.6.6 ఒక సదిశ ౯ సరేఖీయముకాని సదిశలు 2, bలతో సతలీయము అయితే 


r=xa + yb అయ్యేటట్టు ౫,౪ లు ఏకెకం. 
(3). సరళరేఖ: 


"1:71 2 ద్వారాపోతూ b కి సమాంతరముగ కల సరళరేఖ సమీకరణము 


r=a+7b అవుతుంది. . 


4 ' అవకలన జ్యామితి 


1.7.2 a,b © ద్వారాపోవు సరళరేఖ సమీకరణము r = a + t(b—a) లేదా 
r=(1-t)a+ tb. అవుతుంది. ఇచ్చట పరామితి t, వాస్తవ సంఖ్య విలువలన్నిటిీని 
తీసుకొంటుంది. 

1.7.3 a, 0,6 లు సరేఫీయములయితే la + 0 +nec=0;1+m +n =0 అగునల్టు వాస్తవ 


సంఖ్యలు 1, ౧, ౧ ఉంటాయి. 


(4) అల ఎతమ దూరము ; 
త జ +th,,r=& + 5b, ల మధ్య అల్బతమ దూరము 
[2 ఇ b,, ర్మ వ. 
———————————ా అవుతుంది. మరియు ఈ రేఖ సమీకరణము అవుతుంది మరియు 
|b, A ba | 
ఈ రేఖ సమీకరణము 


(r హా 2) = {b, nb, nh} న్‌ 0 = (౯-2) (స్కై జైన b»)) క 


2, 


అంతరాళంళలోని వక్రాలు 


2.1 అవకలన జ్యామితి ః 

గణిత శాస్తములోని ఈ శాఖ పేరుకు తగినట్టు (అవికలన గణితము సహాయముతో 
పష జ్యామితీయ సమస్యలను కలిగి ఉంటుంది. దీనిలో అంతరాళములోని వ।కాల, 
' ఉపరితలాల జ్యామితీయ లక్షణాలను చర్చిస్తాము. ఈ లక్షణములు ఎప ప్పుడూ మారుతూఉంటాయి.. 
కనక ఏదెన ఒక బిందువు యొక్క ఎంచుకున్న సామీప్యములో వ్మకముల, ఉపరితలాల 
ధర్మాలను పరిశీలిస్తాము. ' అంటే జ్యామితీయ ఆకృతుల అతి చిన్న శకలాల పరిశీలన 
జరుగుతుంది. దీనిలో జ్యామితీయ ఆకృతి యొక్క లఘు (స్థానిక): పరిశీలన సాధ్యమవుతుంది. 
జ్యామితీయ ఆకృతి మొత్తానికి సంబంధించని ధర్మములను స్థానిక ధర్మములు అంటాము. 
ఉదా : వక్రత. ఈ ధర్మాలు వ(క్రముపైకల ఒక బిందు సామీష్యముపై రల ఆధారపడి 
ఉంటాయి. మొత్తము ఆకృతికి వర్తించే ధర్మాములను సార ఏ తిక (స్టూల) ధర్మాలంటాము. 
' ిపరిమాణ యూూక్టిడియన్‌ అంతరాళము కై లో. చలన : బిందువు P యొక్క ఉనికి 
ఏకపరామితీయ (ప్రమేయము ద్వారా తెలియ చేయబడితే ఆ చలన, బిందువు ఒక వకము C ని 
సూచిస్తుంది. కనక వక్ర సమీకరణము 

rt =x) i+yWi+k థు. 
అవుతుంది. 

ఈ వ(కము C ని రెండు ఉపరితలముల ఛేదన వ్మక్రముగ, అంశే 


(లి 





f(x, y,z2)=0;f(x,y,z)=0 
గ కూడ రాయవచ్చును. 
వుక్రము యొక్క కన స! సమీకరణాలు x= x07), y = y(n), ra pn) అ నుండి 


పరామితి (1) ని తొలగించిన చెండు సమీకరణములు (2) ను పోలినవి వస్తాయి. 





పటము 2.1 క్ల 


22 | గవ తరగతి ప్రమేయాలు - వ్రాలు: 
ఒక వాస్తవ అంతరము 1 లో నిర్వచింపబడిన వాస్తశమూల్య (పమేయము ₹కు ౧వ 
పరిమాణపు అవకలజాలు వ(క్రచాపము (5) ద ఎమ చేసే ౧. అవకలనాన్ని (౯) తోను పరామితి (7) 
దృష్ట్యా చ అవకలనాన్ని ( తోను సూచిస్తాము [ యొక్క ఉతకాలి వద్ద వ్యవస్థితమె 
మరియు అవిచ్చిన్నము అయితే ఆ (ప్రమేయాన్ని శవ తరగతి (వమేయం అంటాము. దీనిని 
ట్‌ చే సూచిస్తాము. ఇదే విధంగా రొ కూడ నిర్వచింపబడుతుంది 
ఒక సదిశ (ప్రమేయము* R వే ఇ zy "అంతరము 1లో. పరచండి. ర 
ప్రమేయము అయితే దీని ఘటక ప్రమేయాలు | కూడ (0౫ ల అవుతాయి. 1 పె 
0 అయితే ను Sere తవా ౧వ తరగతి శ్రమ సదిశ ప్రమేయము. 
n వ' తరగతి పథమును సూచిస్తుంది. 
ఒకే తరగతి nN కు చెందిన రెండు పధాలు R,, R, లు క 1, లపై నిర్వచింపబడిన 
1, నుండి షే కు శుద్ద ఆరోహణ 'సంగస్త Ca ప్రమేయము ఖా = ROY అయేబబ్లు 
వ్యవస్థితమయితే R,, R, లను తుల్యవథాలు అంటాము. ఘలుక రూపములో ఈ నియమము 


._ అవకలన జ్యామితి 


రూపములో ఉంటుంది. దీనిని ఉపరితలము యొక్క అంల్త్భోన లేదా కక్‌ స్టెయింటీ 


(Constraint) సమీకరణము అంటాము. సమీకరణము (1) ని (3) రూపంలో రాయలానిః 


dx dy dz dz 
du du Ju కో : 
_ కేవలము ఇ, లను తొలగిస్తే సరిపోదు. యొక్క కోటి 2 ఉండాలి. 
dv dv av 
సమీకరణము (3) ను 
z=flx,y) తటి 


రూపంలో రాయగలిగితే ఈ సమీకరణము ఉపరితలము యొక్క మోంగెదాపము అనబడుతుంది 


2.4 వక్రమునకు ఒక బిందువు వద్ద స్పర్శరేఖ ః 
సా = 10) అనువ(కముపై P(t), Q( + 5౧ లు రెండు సామీప్య బిందువులయిన 


PQ= 06-09 గూ = r(r + 5 —r(n) ర లా r (r + Er) xr) 





పటము 2.2 1. 


Pవద్ద స్పర్శరేఖను ఎ + P అయినప్పుడు జ్యా PQ గ నిర్వ చిన్రాం కనక 


dr r(t + 80 - rt) 
క్‌ న య వద్ద గసిన స్పర్యనేకు సమాంతరము అవుతుంది 


కనక P(r) వద్ద వకానికి గీసిన కకత సమీకరణము R =౩ + ౮ అవుతుంది. 


తంతరాళంలోని వ[క్రాలు య ర 


కార్టీజియన్‌ నిరూపకాలలో ఈ సమీకరణము (ఓ Y, 2) - (23, 2 =u(౪, y, 2) 


లేక _ == == = డ్‌ అవుతుంది. 


|» 
నూ 
హె 


' యూనిట్‌ స్పర్శరేఖ t = = లేక!1/ అవుతుంది. 
irl 


fx, y, 2) =, g(x,y,2)=0 అనే ఉపరితలాల ఛేదన వ(కానికి 
Afr=0, Agr=0 


>r | AEA Ag || స్పర్శరేఖ 


= Afa Ag= hr = 


af, g) ౮4౦౯ల ౨6౦౯. 
(553 *9(z, x)’ 3x, y) 





| 4 ఆవకలన జ్యూమితి 


సూచన : 
1. దత్త వ్యక్రానికి దత్తబిందువు వద్ద గీయబడిన స్పర్భ్యరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు తెలిసంవి 
కనక స్ప రురేఖ సమీకరణము రాయవచ్చును. 
2. 7 స్పర్శలేఖకు సమాంతరము కనక ౧% గక లు ఆ ఉపరితలాలకు గీసిన అభిలంబచేఖల 
దిక్‌ నిష్పత్తులను సూచిస్తాయి. 
3. రెండు తలాల ఛేదన వ(కానికీ గీయబడిన స్పర్శరేఖ ఆ తలాలకు ఆబిందువు పద్ద గీసిన 


స్పర్శణః ౬ శేవనరేఖ అవుతుంది. 
| . స ' | tH x జ is 
ఉదా l:x=a3ac030,y=arsnd,7z7=2:0 అనే కుండలినికీ (0), (3 | ఈ వద్దు Meee 
| 


స్ప ర్శరేఖ లను కనుక్కోండి. 


P(6:; వద్ద గీసిన స్వ్పర్శలేఖా సమీకరణము 


x-acos@ ~asind z-c0 
ర a = వద్ద య ఎర్మరేఖా సమీకరణము అవుతుంది. 





-asin06 " ఉ10056 "న్‌ 


_ P(0) వద్ద స్పర్శరేభా సమీకరణము 








౫-౭ y-0 2 ఎ. 

“Perr క) వద్ద స్పుచ్శరేఖా సమీకరణము 
జ 

నని జాకీ  y-a 2 

FT గ్‌ అవుల్‌... 


ఉదా2:f:y-2=0 g:z-౪=౧ ల ఛేదన వ్యకానికి P వద్ద సుర్శరేఖా సమీకరణణము 


రాయండి. న. 
af of tf &. a "గ 
| = గొ న వ్‌ జట ట్ర స పు 2 యాల! a ఇదా 


కావున P(౫, 3 2) వద్ద ఛేదన కా గీసిన స్స ర్శశేఖ సమీకరణాలు 


X-x Y-y Z-2... 





ఉదా 8: “ey 0, wy = =0 అనే ఉపరితలాలతో ౫ = 0zy అంటే ౭-- అక్షము. 


హు కాక ౫ = క్ష, y = క్షే 2 = 4కే Ces 5) వంటే ఇతర వృకాలు కార 


అ ప 


,ంతరాళంలోని వ(క్రాలు 11 


1.5 స్పర్శ పరిమాణము: 
అంతరాళములో ఒక వ(క్రము 0, ఉపరితలము వ లకు (ఇచ్చట వుక్రము. బదులు. 
పపరితలము, ఉపరితలము ప వ[క్రము కూడ తీసికొనవచ్చును.) ఒక (క్రమబిందువు తీ 
షమ్మడి. బిందువు ఫ్రషతా ౮ పె గీ యొక్క సమీపబిందువు క, ఏ. కకక స్ట (PN) 
దూరములో ఉన్నప్పుడు 


PN 
Le, res 
PA PA 


అయ్యే కనిష్ట విలువను 5, ౮ ల మధ్య కల న్వళ్ళ పరిమాణము అంటాము. 
అంటే 1 యొక్క ఈ విలువకు 
PN PN 


BAP og 
లేదా 


అంతరాళములోని ఉపరితలము నొ వ్యక్రము ౮ లపె కల బిందువులు P,; గ్ర, గ్ర, .. P 
| | షా | n+l 


అయితే Po, Pa, Pr, —~> PP] అయినప్పుడు వకక్రానికి తలముతో. ౧ వ పరిమాణపు న్నర 
ల 


లేక (౧ + 1) బిందువుల స్పర్శ కలిగి ఉంటుంది అంటాము. 





పటము 2.4 


ఆవశ్యక = పర్యాప్త నియమాలు : 


సమీకరణాలు కో), 2)=0 ; x =X౫(t),y = y(t), z =z(t)  ——()) 


అంతరాళము లోని ఉపరితలాన్ని, వకొన్నీ సూచించిన వీటినుండి ౫, ౫,2 లను తొలగిస్తే 





12 . అవకలన జ్యామితి 


F(t), y(t), z(t)) = f() — (2) 
వస్తుంది. A(t= ళ్ళ) వద్ద f(t) కి పరిమిత అవకలనులు 

fp) (ty), 9= 1 2,8, ..... వ్యవస్థితమై న 

P(t=t,) వద్ద h = -ళ్య తీసికొన్న టేలర్‌ విస్తరణ క 


n+1 


24 
ft) = ft, +h) = ft) shy). + స్తై Fe) +. న. ఖై అవుతుంది. 


5 పై బిందువు గీ కనక కళ్ళ) = 0. 


సూచన (1)ః '1 కు PA యొక్క పరిమాణము, f(t,) కు PN యొక్క పరిమాణము కలిగి 
ఉంటుంది. (0౬, 3 2) అయితే A సామీప్యములో PN సరిమాణము Fx ¥; 2) లేదా 
ft, ) యొక్క పరిమాణము ఒకటే అవుతుంది. 1.2 +0 = 0 సమతలానికి ((-6౦2 = 22. 


'అనుగోళానికీ PN + ఢా జా n) + ప మరియు PN « [ఢా - ౧) _ 8౫2] అని నిరూపించవచు స్ట్‌ 


సూచన (1 : (t)*౦0 అయితే తలము, వ క్రము సాధారణ ఖండన బిందువును కలిగి 
ఉంటాయని, 1) = 0, f(t) *0 అయితే తలము వ క్షము రెండు బిందువుల స్పర్శ లేదా 
మొదటి పహ స్పర్శ కలిగి ఉంటాయని అంటాం. ఇదే విధంగా ౧ వ పరిమాణపు స్స ర్శ 
లేదా(n+) బిందువుల స్పర్శ కూడ నిర్వచింపబడుతుంది. కనక తలము, వ[క్రము "7 వ 
పరిమాణపు స్పర్శ కలిగి ఉండటానికి ఆవశ్యక పర్యాప్త వ్ర బయమాటు 

ft) = 0,1=1,2,3,.. ఇళ్ళ) *0 అవుతాయి. 


మ. చు x(t) ; ఫం జంగిలి? 2 = 2(0 iC, ‘F(x, y,2)=0 = F(x, en 


అనే. 'వక్రాలకు nవ వరిమాణవు స్పర్శ వ్యవస్థతము అవటానికి ఆవశ్యక, పర్యాప్త నియమాలు 
ft) = =f ty) = VE 0; 


Ba =f(t) = ft)=.... భట =. 
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కనీసము ఒక £1 to) లేదా పా టి *0 కావలెను. 


ఇక్కడ f it) = FE. (x(t), ytt), z(t), f(t) = F(x(t). y(t), z(t)) అవుతాయి. 


ఉదా 4 X= t-ly=t-1iz=t2-1 అనే 'వ|కానికి మూలబిందువు వద్ద రెండవ 
పరిమాణపు స్పర్శ కలిగిన సమతల సమీకరణము రాయండి. 
మూలబిందువు ద్యారా పోయే సమతలాన్ని ax +by + cz2=0 గ తీసికొని వృక్షము, 

సమతల సమీకరణముల నుండి ౫, 3, 2 లను తొలగిస్తే 

a(t - 1) + bt3 — 1) + ct? — 1) =0 లేదా 

f(t) = at + bf + ct2— (a+b + ల = 0 అవుతుంది. 
మూలబిందువు (t= 1) వద్ద వృ్యక్రము సమతలముల మధ్య రెండవ పరిమాణపు స్పర్శ 
వ్యవస్థితమై న ; 

f(1) = 0, [= 4a+3b+2c=0, 

f(1)= 2a + 6b +2c=0, 

రు క 24a + 6b *0 కావలెను. 

పె సమీకరణము లనుండి & : b :c=3:8:6 


కనక సమతల సమీకరణము 3౫ - రy + 62 = 0 అవుతుంది. 


ఉదా 5 8x + 3/2 + x2 —y2—z2 + 2yz —3xy —2y + 22-1=0 తో (0,0, 1) వద్ద 
మూడవ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగిన సరళరేఖను కనుక్కోండి. 
(0,0,1) ద్వారా పోయే సరళరేఖ సమీకరణము 


అ వా ఇ లేదా ప= 1 y= mt, z=nt+ 1 అవుతుంది. 


J 


a 


ఉపరితల, రేఖా సమీకరణాల ౫, 3౫, 2 అను తొలగిస్తే 
f(t) = It + 3 Imnt® + (12 — m2 — ౧2 + 2mn) €2 = 0 అవుతుంది. 


t=0 వద్ద .|త్రిషరిమాణ స్పర్శ వ్యవస్థితము కనక 


న అవకలన జ్యావి 


Uz. మసం లవ కై2 + 2000=0 లేదా 12 = గ - 2 అవుతుంది... 


si క్‌ ఆయ కేతన నవ ప ౮: = 241 = 0 అవుతుంది. 





re smi J BEE 
స ద గీ అంగం సార 0 అను సంతచుపరచే ధా = హా = సరళ రేఖలు 4 
యో ] mi n 
ప పడ్డ మూడవ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగి ఉంటాయి 


లేదా 


చాక త ఆ నా. 
ఖు వక్తల అనిల తతా లలల = వాంరణనునతతడిమటకటుముతొనమయా వాయి ఆటం... ీ 





. గ. 
PL 
yu 
sa 
Fh 
Bly 
pia 
( 
స 
OR 
je 
£ 
| ల he న 
కీ 
అ { 
hae 
గే 


పటం 2.5 


P, | జ 3 న్‌ గ్‌ 
ఇ, R లు ఒక వృకము మీది బిందువులు అయితే Q,R->P అయినప్పుడు P, 4 






Re ద్వారా పోయే సమతలము యొక్క అవధిరూపము P వద్ద వకానికీ సంస 


అవుతుంది. అవే వక్రానికి సమతలానికి ఎమ వ F 
మధ్య 2-వ- పరిమాణపు స్పర్శ వ్యవస్థితమవుతుంది.' 


సంన్సర్శకతల సమీకరణము : 


మొదటి ప = = + 
దట్‌ దత వి కాజ కౌ) అనేది ఆంతరాళమ్సులోని వకము అయితే P(t) ౧ Q(t + ర) ల 
( 





ప కానికి శ Ny = 
a కీ గీసిన స్పర్శరేఖలు r(t), Ht + 8): లకు సమాంతరముగ ఉంటాయి. 
 గీసిప నార రే చొర స 3 x et 
న ఎఇ? ద్వార పోతూ € వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖకు సమాంతరముగ ఉండే సమతలము| 
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జ 


మ నే 73 5 పటట 
rit! ar (t + లిం = {= r(t) a |r(t + రట —r(t) | = r(t) ar(t) ) 
కీ? వ. ఉంటుంది (0 - లై బోద 


ఆశ్‌ శ శకం, 


కెన్‌ ఓ ఇట్లు 
అత ఎరుకల అము ఎకో 


R-Fr |=0 అవుతుంది. 


తెండవ పడతి 


R.a=p —— (1) 


bE 


అనే సమతలము పృకము యొకి ర్క పి (GR P) బిందువుల ద్వారపో యే వ వ(కానికి, 
ఉముతలానికీ మధ్య 2వ పరిమాణప్పు he అంకే 


మ apm ఆలా (2) 


Hers) , © ys es(g) 


న్‌ 

. ----ఎ (4) అవుతాయి. 

జ నుండి ౧ ని తెలగించిన R-r.a =0 Ss 
3), 4 అ సుండీ ౯, Fr లుకూడ ణకు అంబముగ పు! 


కనక కప 13% క లు సతలీయాలు కనక సంస ,రృకతల సమీకరణము [౫ 1] = [ry 2] 


జో వ! య “న. 
wis LIN) | 
ఓ 


1) చింపి పై లమ మధ్య R-r = గా + (| అనే ఏకఘత సంయోగము 
వ్యవస్థితమవుతుంది. 


శన ' ణా తలో లాజ్‌ అలో ఖలీ ॥ 
2) కార్రీజియన్‌ నిరూపకాలల్‌ సంస్స ర్శ్భకతల సమీకరణము 


సం 


సట. 


x ౧౦ ౭ = (0) అవుతుంది. 


16 “అవకలన జ్యామె. 


ఉదా 6ix=at +b, = ౩3 +366 z=3et +f అనే ఘనవక్రముసె ఎన్ని బిందువు 
నుండి మూలబిందువు ద్వారా పోయే సంస్పర్శకతలాలు గీయవచ్చును?. ఆ బిందువు! 
3౭x + ఇ = 0 అనే తలములో ఉంటాయిని చూపండి. 
(1) దత్త వ(్రానికి (0 బిందువు వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 
x —(at3 + b) y —(3ct? + 3dt) z-(3et +f) | 
3at* ét+3d . ఈ... = 0 అవుతుంది. 
Gat + 66 (60 0 
ఈ సమతలము మూలబిందువు ద్వారాపోతే 


aect3 + acft2 + adft + bec = 0 
అవుతుంది. ఈ సమీకరణములో /t (4) ఘాతము (3) కనక్ష వ[కముపై కల మూడు విభిన 


బిందువుల వద్ద గీసిన సంస్పర్శక తలాలు మూలబిందువు' ద్వారా పోతాయి. 


(ష) పె సమీకరణాన్ని ౭(2ట + b) + జగం + dt) = 0 గ కూడ రాయవచు న 
= cex + af 5 =0 లేదా 3౩36ల + జి? = 0-అవుతుంది. 


ఆంటే ఆ (3) బిందువులు ఈ నమతలములో ఉంటాయి. 


ఉదా 7:x=౩3r,.y= 3062, 2 = 2టిఅనే వ్రము సమతలాన్ని ' (3) బిందువులలో ఇండిస్తుంద 
చూపి ఈ వృక్షానికి (ఏ వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము కనుక్కోండి. 


(Or: ax+by+ce+d=0, C:(3t 3t, 20). లమ సాధించిన 20టి + 36 + 32౬ + 4 = 
వేస్తుంది. కనక (3) విభిన్న ఇండన బిందువులు ఉంటాయి. 
x-3t ౩-32 2-2 
(1) ( వద్ద వృకానికి గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము | 3 : a “62 
. ho 6 2 
లేదా 2% - 24 + 2 = 2టి అవుతుంది. ల వ 
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x2 కి యా. ్ట 

ఉదా 8! న ఇల 2 జా మ ఆనే దీర్చవృత్తజానికి (1,6, నుండి అభిలంబరేఖలు 
గీయబడినవి.. లంబపాదములనుండి పోయే ఘన వక్రానికి & B, గి వద్ద ' గీసిన సంస్పర్శకతల 
సమీకరణము కనుక్కోండి. | 
ద్రీర్థవ ఎత్తజానికి (x, y,2) వద ద్ద స్పర్శతలము 


Xx Yy Ze X-—x ral 2-2 
| Po +E 5 =|, అధిలంబరేఖ్ల ope re = ఈ) అవుతాయి. 


ఈ అభిలంబరేఖ (a, B, YY ద్వారా పోయినప్పుడు. 
టో శన 


= 2 





శ 9 2 " ' ఇ 
&20 . c2y 
అ తుంది. 
క నస 1 న్‌ా. Fg SYS 
ఈ సమీకరణము అరితరాళములోని వకాన్ని సూచిస్తుంది. 


దీనికి (0, ర, ౪) వద్ద అంటే £=0 వద్ద గీయబడిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


కార y-B 2-1 
ఆకా sb. ఆ 
(1 + ఛూ) =0 a2 6 
2226. ౭ 2y 
Gఃా}, టో... రే 
x «0 20 f= జ -్యా) =0 లేదా. 


- 0 (2 b2) af 
Pec క జీ 0 లేదా 





= 0 లేదా 





afx 


౩22 ఇ (a2 _ రి +1 = 0 అవుతుంది. 


2.7 రెండు ఉపరితలాల చేదన వ[కాసీకి సంస ్వ్పర్శకతలము 2 ఖ్‌ 


మొదటి పద్దతి ః f(r) = =0, = = 0 రెండు ఉపరితలములయితే వాటి ఛేదన వద్రము యొక్క 


= 


స్ప రృరేఖ Fr చే ఉపరితలాల అభీలంభరేఖలు “vf, 74 లచే సూచింపబడుతాయి. 


య! అవకలన జ్యామితి, 


కనక 2. ౪f = 0=7.౪౪ a 
mrl|Vav>3}e R3Ar= WAV — (2) 
(2) ను (9) దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే 
సన శస Wa Vo + Vf na V9 
Yr తో పూర్వ వజ లబ్దము తీసికొనిన 
ArAF =(.VY.Vf-r.W V6 
కనక సంస్పర్శకతల సమీకరణము [R - 7,1, ౩ ]= 0 అనేది 
(R-».w¢. ఇథి =[R-7). v9] &. 7. లేదా కక 
Ee స (R-r). ve అవుతుంది. 
r.wf ప, ve 
రెండవ పద్దతి 2 (1) =0, 4(1) = 0 అనే తలాలకు P(r) వద్ద గీసిన స స ళజాలు 
(R-— ».Vf=0, (R-r). V¢= 0 అవుతాయి. 
వీటి ఛేదన (స్పర్శ) రేఖ ద్వారా పోయే సమతల సమీకరణము 
R-1). ₹- A[R- 0. ₹థ])=0 —" --—_(3) అవుతుంది. 
ఈ సమతలము ఛేదన వక్రానికి P వద్ద సవస్తరలు అఎటూనికీ వక్రముతో 2 వ పరిమాలాపు 
స్పర్శ కలిగి ఉండాలి. 
>R.Vf+R-7.W¥-[R. V+R-».W]=0  — (4) 


R=r వద్దూ. Vf-౫౯. ౪9=0 అవుతుంది. . . — (5) 


కౌ స్పర్శరేఖ, Vf, ₹థ లు ఉపరితలములకు ఆభిలంబరేఖలు కనక పె సమీకరణము సత్యమే... 

అస్లే 2 వ పరిమాణపు అవకలజము రాసిన 
R=r వద్ద? Vf-Ir.Vg=0 

అవుతుంది. 


hh cm 


_— (6 
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ఆము చయ్‌ 
౯. ₹థ 
r.Vf = 0, ౩. ₹థ= 0 అ నుండి 
r.Vf=-f.W;r.V=-r.Ww (7) 
అవుతుంది. 
సమీకరణము (6) నుండి (7 నుండీ 
 r.vf r.v 
hE ms రారా —— (8) 
r.V¢ r.v¢ 
అవుతుంది. ' ౯ ప్‌ (5 


(3), (8) సమికరణములనుండి 





గం). Vf r.vf 
Rn vo న లేదా / 
కై. ౪థ 


(R-r).vf 1-1). 70 
rf rv 
P(r) వద్ద సంస్పర్శకతలముసు సూచిస్తుంది. 
కార్టీజియన్‌ నిరూపకములలో 1₹= (6%, 2,3 = (x,y, 2, 
Vf = (షి fo £), Vo =. (థీ 0, థి, i జ bb X + fa Er 
అవుతాయి కనక సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


=x) TOY =) f +(Z-2) ff. Ax) ట్‌ TAY) థీ + (6-2) థి 


అన 





5x sn x + | y + fy 2). |x Can x Oe థి / 
అవుతుంది. 


 ఉదా9ః౫2+22%+y2+2by = 22 + 262 అనే వకానికి P వద్ది గీయబడిస సంస్వర్శకతల 


సమీకరణము రాయండి. = 


90 ' అవకలన జ్యామితి! 


స్‌ స బై కి rsa = ap by = 0; స 0% J బిఐ y2 22 బి. 62 వ. 
he ఎ 22, .. “2b, f= =0; | = 0, ంర్సీ వరు +25, 4 2-22-26; 
=: చా లా =2, 

. 2, స్ట 2 2 కి లీ 
ఇతర: 2 వ పు పా అవకలజములు, హాస్యము df= ‘0, ig 0 © eg 

త జ ప ల ర వుతుంది. ' 

Siero, (22 c+ a)” («+ a) ly +b). అవుత కష 

కనక Pa, y, ల వద ద సంస్పర్శకతల 'సమీకరణము 


RIM Ye —y) ty +b). గి (17+ ఏ - (2- 2) (2 +0) త్ర 
(2 + ౦2 (ly +b)2-—(x+ 2) ల (x + a)2 {(z + ©)? —(y + b)2] 


గ న Thad తంతి. ఇషా 
FE యం! టం 
me 7- ఉల ఆూాభ HT, . మ; చ్చు 


[x - x) (x + a} (2 + అక ఆస +b)2} =0 లేదా. 


K-0( + 2)* (62 —b?) + (y + b)}® (a2 — యె -(2- 2) (2 + 13 (b2 - ఇ) = 0 
అవుతుంది. క 


ఉదా 10: జడి + స్పేడ్‌ +022 = 1, 0002 + By? + ౧22 = 1 అనుశాంకవజాల ఛేదన వ(క్రానికి ౫ 


వద్ద గీసిన సంస ఏ ర్గకతల సమీకరణము కసుక్కోండి. 


గం y= మటె + కట + ౨ 1= 0, g(x, y, z)= 0x2 + By2 + y22—1=0 


haf =2by, f= పనస = 2006 క్ర = 2స్సీ కృ = 2yz ; 


|e ఎ వ a .=2b, f= 2; క, = 20 Ba , = బెర్రి, క్‌ + = 201 


మిగిలిన 2 వ పరిమాణపు పాక్టైక అవకలజాలు శూన్యము ఆవుతాయి. 


df = Sd ete 0; ; do= SED 


XxX = | yy స 22 లే 
5-60 * 66 - 26 ఇర ెంం గోద 





అంతరాళంలోని వకాలు. 


కసక P(x, y» 2) వకానికి గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


శే 


Kx ax + Y- y). by + (4 — 2) cz se x} ax +(Y —y) By +12 -— z)Yz జ్ర 


మీ ౧92 6602 aA? B2- 2 
x2 శ y2 Moe me eh ల ఖ్ష 5) స 
X b z 
య అరిం. . 
Foe ja wn ayC ఆల ) భత 
ఫీ | 2. న్‌ | 
“B2C 36 అ 





x0 ee కరా. 0 లేదా న్‌ 


| —x) వ (B22 రృ = 0 అవుతుంది. 


of — - ag = (Bz2 — Cys మా (6- ads ets త = సహాయముతో 

ఈ; క me 

| శ ౨౦వ క. ౦న y జ్‌ AB లే. z : గ్గ + 1= aes 
fi నా న్‌ re a అ ere జ ©) (01 షే చలు (1 “ఇమ 2౮ అవుతుంది 


ఉదా 1152 క వృక్రము. యొక్క ప్రతిబిందువు వర్త గన్‌ స. సరిస్పర్శుకతలము సరబిందువు 





సదా ఉరాపోతే. ఆ పత్రము సమతల వ్యక్రము అవుతుందని చూపండి. 


దత్త వక్రముసె (4) తు i మః షీ అసు తీసికొనిస మీ, మీ, తీ లి 


' ద్వారాపోయే సంస్పర్శకతలము స్టిరబిందువు A ద్వారా పోతుంది. ఆ క్ట మే మ శీ లి 


| ద్వారాపోయే సంస్పర్శకతలము A. ద్వారాపోతుంది. శః రెండు లు A, మన దా 


పోతాయి కసక ఏకీభవిస్తాయి. Se గీ, మీ మ్మీ లకే కాక గీ, డీ, డీ, మీ 





1 అకు కూడ వర్తిస్తుంది. అంటు ఠః వ[కంపై కల అన్ని, బిందువులు సంస్పర్శకతలములో 


ఉంటాయి కసక దత్త వ్యకము సమతల వ్మకము అవుతుంది. 


వ క 


' ఉదా 12 ౫x2 + by? + c22= 1 అనే శాంకవజము, x2 + y+ z= = అనే గోళాల చేదస 


న శు [ర 
న న న! 


వ(క్రానికి గీయబడిన సంస్పర్శకతలాలు మూలబిందువు ద్వారపోతే వ్యకము యొక్క ఆ 


భక కా తా దండా స్థాన కై 


“బిందువులు శంక ఎవుపై ఉంటాయని చూపండి. 


“29 | ఆకలి జా వమ 


f= ax +by2 + 22-11 = 0; g=x2+y2+22-— ప= 0 కావున 

£ =2ax, f= 2by, f, =2cz;g= 2x, ర్స్‌ 2y, = 22 a . i 

సీ =22, క్ర, =2b, 1,226; క్మ=2 2= క్క క్స్‌ వ! 
కావున P(x, y, 2) వద్ద గీయబడిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము ఉదా. 10 నుండి _ 

[0-౨ జి (6- a) (2-3) ((6- a) 22 - (2 - 0) Sys 0 అవుతుంద. 
rf-— 2g=0 నుండి పె సమీకరణము 

| x —x) x} (c-a)(a-b(r-a)=0 అవుతుంది. 
ఈ సమతలము మూలబిందువు ద్వారాపోతోంది కనక 


r-—-a r-b 7-౮ "1 
4 i= 0 | 
x* + = 
ఆం. నా a-b . 








అవుతుంది లేక వ[కముపై దత్త ధర్మము కలిగిన బిందువులు వై శంకువు పై ఉంటా 


2.8 అభిలంబతలము క 


ఒక వక్రానికీ ఒక బిందువు వద్ద పిన స్పర్శరేఖకు లంబముగ ఉండే me 


అభిలంబతలము అంటాము. ఆ వ(కానికి ఇ బం బిందువు వద్ద గీయబడిన అన్ని 


అంబరేఖలను ఈ సమతలము కలిగి ఉంటుంది. 





'తరాళంలోని వక్రాలు : ట్స 


P(r) వద్ద వ(క్రము, యొక్క అభిలంబతలము (1-1). =0 లేదా 1). 6౨౮ 
వుతుంది. సంస్పర్శకతలానికి గీయబడిస అభిలంబరేఖ 1 ౧1 కు సమాంతరము మరియు 
భిలంబతలానికి + లంబము అవుతుంది. కసక Fw క్షా a 0 సుండి సంస్పర్శకలతలము, 


భిలంబతలముల మధ్యకోణము 90° అవుతుందని గమనించవచ్చు. 


ర్యచనాలు ౩ 


ర 
పై 


ఓ) అభిలంబతలము, సంస్పర్శకతలముల ఇండసరేఖసు |పధాస అభిలంబరేఖ అంటాము. 


{e 
0X 
G 
{3 
€ 
£1 
£3 


అంకు సంస్వుర్శకతలములో ఉండే స ంస్సర్శకతలము లోఉండే ఒకే; 
(పథాన అభిలంబరేఖ అవుతుంది. 
(2) (ప్రధాన అభిలంబరేఖకు (తద్వార సంస్పర్శక తలానికి) లంబముగ ఉండే, అభిలంబజరేఇసు 


ఉవాభిలంబ రథ అంటాము. 


pm: ' ళు ఠి 1 * అ ఇ 
పాళల్లాలంబరదెఖ సం స్పర్శకతలముసక o అబము అ b!l!r ar 


flr 


Gi) ee అభిలంబరేఖ స్పర్శ రేఖకు, ఉపాభిలంబరేఖకు లంజము కావున 


n aces ల 
(౧11) పరామితిని (9 బదులు తాం (5) గ తీసికుంటే 


|| గక మం|| (టా. 1 ౦వ = అవుతుంది. 


2.9 మౌలికతలాలు : 


అంతరాళము లోని ఒక oe యొక్క ప్రతిబిందువు వద్ద మూడు పరస్పర 


బ్‌ స్పర్శశేణ, ప్రధాన అభిలంబరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖలు ఉంటాయి. a దిశల లోని 


యూనిట్‌ సదిశలసు t, n, b లతో 
ళ్‌ 


సూచిస్తాము. వీటితో వ్మకముపె కల దత్త బిందు: ) వద్ద 


* 


(య) t.n=n.b=b.t=0, (11) న 


(iii) t an=b, nab=t, bat=n 


చ, 
న. పు 
. 


24 అ en de శ అవకలన జ్యామితి; , 


ఖ్‌ 
కా 


శ 


అయ్యేటట్లు ' లంబాభిలంబ యూనిట్‌ నదిశల (తికము ఏర్పడుతుంది. 
వీటిలో + యొక్క ధనాత్మక దిశను వకచాపము యొక్క ఆరోహణ దిశలోను, (౫) 
ప్రధాన అభిలంబరేఖిను ‘E’ దిశలోను, ఉపాభిలంబరేఖ (b) St, n, b సవ్య (కుడీ! 
సదిశా| త్రికమగునట్లు తీసుకుంటాము. t,n,b లను వక్రము ౮ పె వై (ఫెనేట్‌ చటక తము అని. 
అంటాము. దీనిని F(t, n,b) చే సూచిస్తాము. 1, j, ఓ లను నవాజ భట శ్లేతము అంటాము; 
వృక్రము గురించి విపులముగ ఈ (నెట్‌ చ్రన్మేతముతో హాం వీలవుతుంది. i i 
“అతో ఇది సాధ్యము కాదు. 
R.సమతలములోని చలన పత 1 వక్రముపె దత్త బిందువు అయిన (9) వద్ద కళ 
చలన తిక సదిశలు మూడు పరస్పర లంబసమతలముల |. | { 
(i) సంస్ప రృతలము (t, 1 లు కలిగినది). దీని సమీకరణము (R-r) .b=0 
(11) అభిలంబతలము (3, b లు కలిగినది). దీని సమీకరణము (R-7).t=0 మరియు 
(i) చాపకలనీయతలము (b, t లు కలిగినది). దీని సమీకరణము. (R - 1. n=0 లను. 


నిర్జారించుతాయి... వీటిని మౌలిక తలములు అంటాము. ' F . 


a సస్టర్టేత్రతంమీ.. 


జా 


క 1 & 






నన 


నామా. నినా దులా. అననన తననన. అనాను వానల అననా జ 


న అనన అనల అను అలు చినా ఖా 


“ 
క. న 


rae ఆఆ ఎ పల్టుము - హ్‌ 


ఉదా 13: i = eh 8 (21 య. అనే వత 'గీయబడిన న్పర్శలేఖ, 


_ఉపాభిలంబరేఖలు ౫ = z,y= 0తో సమానకోణములు చేస్తాయని చూపండి. 


చా 
Ut 


చతరాళంలోని వాలు ' 





నూ 2 ¢ అ Re య ee 2/3 |= 
= (36, 231/6 2) = 1 ms కవ. తనే! 


r =(6t, 203, 0) > rar =(-4v3, 126-643) |b 


భి PEN — 3t2 
తుంది. 
న పట 2! మ... క 
XJ 2 —1 3t2 +2 గ 
wl క "వ కసక t,L © 605 నరక గ శాన సైతం 


— ౨2-342 or 


ఓ, L ల మధఃకో క = అ తుంది. 
| ఫ్‌ Gt? +2) Va oe 


సూచన : పె లెక్కలో t, L bo Sh అవుతాయి. 


at? 2/3 "ఖై 
-2 aa  -3t | =0=[€ 01] 
1 0 1 


ఉ4దా14:x=asint, y=acost, z=atand అనే వర్తులకుండలిని యొక్క స్పర్శరేఖ. 
2 - 'అక్షముతో స్థిరకోణము చేస్తుంది. 

,వ(క్రముపై(0) వద్ద స్ప ర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు 

(acos t,-asint, atan 6) మరియు 


ms అక్షము యొక్క దిక్‌ కొసెన్‌ లు (0,0,1) కసక మధ్యకోణము 


1a tan 0 


6౧05 
256006 


హా వ ఆలా 0 (సిరకోణము). 
2 ఠి 


. ఉదా 15 ఃr=(a60560, 2 511 6, 66) కుండలినికి గీసిన (పధాస అభిలంబరేఖ ఆ' స్టూపానికి 
_ లంబమని చూపండి. 
క్రా=(206050, 1 sin 6, 60) 


న 
Ya ఎన్జీ case a cos 8, ౮0), అ 


క్‌ = (- 2605 6, — a sin ర 0) 


26 1 అవకలన జ్యామి! 
వ(క్రము యొక్క (ప్రధాన ప. కు సమాంతరము కావున n = (605 0, sin 6, ॥ 
స్టూపాక్షము (0,0,1). వీటి వధ్యకోణము site ల నా దత్త కుండలినికి గీసిన (పధా 
అభిలంబరేఖ దత్త స్టూపమునకు లంబమవుతుంది. 
2.10 సదిశ యొక్క (భ్రమణ నదిశ & 

(భ్రమణలేటు పరిమాణంగాను, తాత్కాలిక (భమణాక్షము దిశగాను కల సదిశను దత్త సడి 
యొక్క (భ్రమణ సదిశ అంటాము. 


పరామితులు (6), (4 + 5) లకు అనురూప సదిశలు 6, ౧ + 59 అయితే 


ల 





9.0 +59) అ sind ర 
పకన "Tatar: 5 


nu sin 86 = 





ప అయిన ౧6 = ల అవుతుంది.. 


al” 
lal? sete (=€) ఇ పై ఆధారపడలేదు కనక 9- యొక్క. (భమణసటిె॥ 
వ్‌(థుమ QQ 


' ఇ” నిర్వచిస్తాము. క, 2, bభమణసదిశలు 


కళకు అటు 


అంతరాళంలోని వ(క్రాలు " 97 


2.11 వక్రత, విమోటనము, (న్యూ (31961) వక్రత ః 

నిర్వచనము <i IR వ కచాపము (S) ద మై స్పర్శరేఖ, 'ఉపాధిలంబరేఖ, (పధాన అభిలంబరేఖల 
మార్పు రేటులను వరసగ వక్రత, విమోటనము, (స్కూ్యూ వక్రత సదిశలు అంటాము. 

నిర్వచనము - 2. * 1,0 ల (భమణసదిశల పరిమాణములు వరుసగ వక్రత (%) విమోటనము 


యు మరియు స్కూ వ[కత k2 + 72 అవుతాయి. 


సూచన: . 
1 5 
(1) శ ను వ(కతా వ్యాసార్హమనియు, వ =7 ను విమోటన వ్యాసార్ధము అని 


అంటాము. -' 


=, 2) ౫ యొక్క దిశను k ధనాత్మకమయేబట్లు అంటే వక్రతా కేంద్రము 1 = r+pn 


వెపు తీసుకుంటాము. 





పటము - 2.9 
PC సంస్పర్శకతలము లో ఉంటుంది. ఈ సంస్పర్శకతలములో ౧p వ్యాసార్దముగలకల 
వ ఎత్తమును నంన్వ ర్భకవ త్రము లేదా వ[కతావ్చత్తము అంబాము. 


* (8) k సర్వ తాధనాత్మకమవుతుంది, 7 ధనాత్మకము లేక బుణాత్మకము కావచ్చు కనక, 


7 సంజ్ఞా అదిశ అవుతుంది. 


TERR 


28 నో  అపకలన ఇభ్యామి! 


సెనెట్‌ చ్మటము, &,:౯'లతో కలిపి ఫ్రెనచ్‌ పరికరము. అనబడుతుంది. . ఈనె! 
పరికరము అవకలన, జ్యామితిని, అంతరాళంలోని | వక్రాలకు “సంబంధించి - వూ్తీ 
నియంత్రిస్తుంది. ఖ్‌ నల. 
4 యొక్క భమణసదిశ 


S(6) =tat=r ar" || మరియు Rr 3 క “ 


. 15(] =] కనక (1) =k b అవుతుంది. 


b యొక్క (భమణసదిశ 
వగ) ఇప ౧౩ a యర్యయకు 
lr'ar"| 


(ra r") A (rar") Er fi rl జై! 
ల —™—™ న 
rr Oe rr" t 
లేదా ieee అవుతుంది. 


కాని IS)! స్త్‌ కనక 5) = ₹+ అవుతుంది, మరియు 122 2 కనక 
I ler గ ఖై] ఒకే గుర్తు కలిగి ఉంటాయి. i 
అనగ ఉపాభిలంబరేఫ, స్పర్శశేఖ ౩ వెంబడి కలి ఆక్టము ద హై ్రమణము చెందుతుంది. 
un యొక్క (భ్రమణ సదిశ . 
Sam కగు ౫ = =(batlrbat 
(bata కల 
=tlbbt+blb tt] / 
క =tt+khb 
క్‌వివి డార్బాక్స్‌ వదిశ అంటాము. ఖై చాపకలనీయ తలములో ఉంటుంది. 
చ 'సమీకరణముల- “మండి. ఓ ". b ల దృష్ట్యా (త్రికము 1, a, ప్రే. © తత్కాలభ్రమణ 
ఏటనలు ఉంట ఉంటోయనవి ద. మనించవచ్చుము. ఇవి bila దృష్ట శ ఈ న 





212. స్‌. ఎ పె్రైచ్‌ స్యూతములు 1 శి . 
మొదటే పద్దతి? t. t= ళీ. t= 03౪ lt>t! (= కప కన 
ఇదంస్పర్శకతలమునకు గీసిన లంబ'రేఖ ౫/౧. 7 కు సమాంతరము, 

r Lr గక ఇక ఫ్లో! 'సంస్పర్శకతలములో ఉంటుంది. 
కావున rt | 12 (0 2.6 చూడగలరు). మరియు 

le =k కావున శ =kn (రు 
b= tanmb'= క! గన + ఓం మ =tan'(- t= =kn) తిరిగి 
22 = అమె. ట్‌ అగ్ర eal అ ప్‌ + (5) t కావున. 
b=-Xe)n కాని bt] = 

కావున గ్ల యై =-m FE: =) 
ఇందులోని బుణాత్మక విలువ, 'వ(క్రచాపము 8 పెరిగినప్పుడు b యొక్క (భమణసదిశ € దిశలో 
: పయనించు కుడీ (సవ్య) (సూను పోలి ఉంటుంది. అనగా ఉపాభిలంబరేఖ $8 విలువ 
“పెరుగుదిశలో వృక్రము వెంబడి చలించునపుడు స్పర్శరేఖ చుట్టు ॥ నుండి b కీ twisted 
న. చలనము కలిగి ఉంటుంది. 


hah గt>n'= =b' at+t" rb=th-— £26 పైన మీకరణము లనుండి) 


'రెండన.పద్దతి ? tat'=s(t)=kb ($2.12 మడత 
” tAtDat=t=imm(t.Dt=kn (లుల 
> f= (.. t=) Sel 
జక జరీ మరియే 0౧2) ౧2-= ఖై! 
ఎట్టి = (జ+3మ) గ ఐ భణ సజు ఇక ట్ర. 


b= =b౫b1= మరియు (౧౨9 = వస్‌. 


న ఊవకలన జ్యావి 


కావున 1£ =7(6౧ 0) =-ల ఎ (3) 


ఈ (ఫెనెట్‌ జః సె(రెట్‌ సూతములను మ్మాతికారూపము లో 


tl 0 k0 t 
nt |=| -E 0tl|n 
bi 0 -t0 b 


గ ఇంకొ డార్చ్బాక్స్‌ సదిశ = 74 + kb ని ఉపయోగించి ఈ సూ[తాలను 


t=oat n!=oan, వే! = (౧కి గకూడ రాయవచ్చును. 


(ఫైనెట్‌ విస్తరణ న్యూతములు ః 
ఏదెన ఒక వ(్రము r= 1(t) కి M కు అను రూపముగ M = M's లేదా M = VM 
అవుతుంది కనుక * = kn; n = ౪ (య -kn)b =—tun అవుతుంది. అంకే i యొక 


వడి సాధారణముగా సరిచేయుకారణాంకము అవుతుంది. 


ఉదా 11 2 (రండవ పద్ధతి) ఒక .వృక్రము సమతల. వ్యక్రము "అవటానికి ఆవశ్యక, పర్యా 


నియమము 7 = 0 అవుతుంది. 


ఆనశ్యకము ః వృక్షము సమతల వ్మకము ఆయిన దానికి ' గీసిన స్పర్శరేఖలు, అధిలంబరేి 


సతలీయములు అవుతాయి సక సప తతర)! క 
ఆ ఉపఆభిలంబరేఖ అన్ని బిందువుల వద్ద పరిమాణము (=1) దిశలలో స్థిరసదిశ అవుతుంది... 
ణు ప =-m=z0 
is =—MmM=0mi=0. 
hn db 
పర్యాష్తముః ₹= 0౨౨ ఇ 0 అసిస్టిరసదిశ 
వ్‌ ఫ్‌ 
=) నంస్పర్శకతలము వ(క్రమును కలిగి ఉంటుంది. 


ఉదా 16 1t=ట౫t అవి చూపండి 





t=kn=k(bat=kb)at=(kb+7)t- oat 
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ఉదా 17: [tt't"] SP SSE 


మొదటి పద్ధతి ః[t.t' t1=t. {kn A (యు) =kt. {n a(k'n + k (tb - kt)} 


వ pen: 1 +t t | , 
రెండవ పద్ధతి £ 5(b) tt మరియు |s(b)| =? 


కావున [r'r'r"]=[tt' ₹) = 127 అవుతుంది. 


4518: Wt-t = kk GD tt" =k (kK kr2), (iii) tet" = —8kk' 
(iv) t.t"=kk'+2k + 12 ఇళ +kk 7 మరియు 
(wt-t"=-k2t=kn,t"=k(tb-kt)+kn అని చూపండి. 

t" =-—2kk' t—k*n + kn + k' (tb —kt) + (tk) b T(Tk)n అవుతాయి. 

కావున 

(i) t.-t=kk 
Gi) కంటి k dk) 
(ili) tet" =-—3kk 
(iv) t.t"=3kk +k (—k® +k" — kr?) + kr @k'T + kt) 
= Kk" + 2kdk + Kk? tt + kk' 72 మరియు 


(Vv) + -₹' = - 14 అవుతుంది. 


ఉదా 19 : (9) దృష్ట్వా ? యొక్క 11వ అవకలజము r=at క bn + cb అయిస 

+17 తా 10, b +17 + kay ధా te మూ వ C1 + tb, అని చూసండి, 

J, kK దృష్ట్యా r= (x, y, క అయిన ౯ = (ల, గ్గ జగ) కొని rr =at+ bn eb కావున 
" ఫ్లు ba +1’ J +1 ర + 1 = (at) జ (bm) ష్ట్ర (cb) 


= (a1 -ా kh) t+ (ka, —1¢ + b 1) n+ (ర + th) b 


డు [. ఆ ళు ఆల లచ చ మెం 
egy tr ల! +10 అయిస మపకు కావలసిస ఫలిత లు వస్తాయి. 


32 అవక జ్ఞాన 
ఉదా 20:౫ = 3a 6056, y = a da z = f(0) సమతల వ[క్రముసు సూచిస్తే f(6) కసుగొసంద 
r = (26050, a sind, గర) = r'=(-a శ a 60050, f (6)) మరియు 

r" = (— a 6056, —a sind, f'(8)); 

rar = (a (6059 f" + snes), a (sind f" — 6056 ₹), a2) #7 hb 
సమతల వకముసకు 

b=0 = ౧056" + 00569 = 0, sind f" + sin0f = 0 లేక 


fr +f=0 కసుక f(0) = 6, (ర 6056 + రృ 5100) అవుతుంది. 


ఉదా 21: ఒక వ్మకమునకు ₹=0 అయిన దాని రెండు నె సామీష్య బిందువుల వద్ద i 
(పధాస అభిలంబరేఖలు ఖండించుకొసవని చూప ండి. 
వ(కముపె Pr), ౧౧+ ల) అను రెండు సామీష్య బిందువుల వద్ద గీసిస ప్రధాన : 
రేఖలు n,n + 5% అయిన ఇది ఖండించుకొనుటకు ల | 
In,n+5n,drl=0 > [ndndrl=0 
= [మవ =0 > [n,Gb-kt),t=0 3 Wb కావలెసు, 
[2b] = 0 కావున ₹= 0 కావలెను. లేక 


₹*0 అయిన సామీష్యచిందువుల వద్ద గీసిస (పధాస అభిలంబరేఖలు ఖండించుకొనవు. 





213 చలవాక్షములు ౩ 0 స్టిర బిందువుగా కల ధృఢవస్తువుసు తీసికొని 0 వద్ద ఆ ఆ వస్తువ! 


సంబంధము కలిగి ఉండేప సవ్య త్రికమును ప్రయోగించిన వ ప బిందువు PF యొక్క జ్జ 


పదిశ r=xi+yj+2k అవుతుంది. Po ఢవస్తువు'పె ను కావున | ఆ 3 వస్తువు (భ్రమణము 


చేలంచి నిప్పుడు P యొక్క నిరూపకములలో మార్పు ఉండదు. 


se వేగము =v 


SUE DE 


=r=xi+yj +zk' me 0 


అంతరాళంలోని వ(క్రాలు / i Mm: —™—™—™ | ప తత... 


క అనగ Wale i,},, us = క్లే ౪కు) లచే [| | 


ఒక ధ ఢవస్తువు యొక్క గమనము, దాని ఇక బిందువు స్థిరముగ ఉన్నప ప్పుడు; . ఆ స్టిరబిందువు . . 
ద్వార హ్‌ అక్షము (తక్షణ (instantaneous) (భమణాక్షము) దృష్ట్వా. కోణీయ. నగు - 

యొక్క (భ్రమణము (తక్షణ (instantaneous) (భమణ సదిశ) చే సంవత తర. 
v= న నబ జ ॥ 
(1,0 0), {0,1 0), (0, 0,1) hese. 


ఎపీ (0/౧1 = య్యే - Wyk, త = -ా య్యే + 0K, k'= Wi - యథ లేక 


3 
Wo cers WT 
శుద్ధగతిశాస్త్ర వివరణము ః క 


' బిందువు పై వక్రముపె క వేగము థె గా s=t) చలించిన స్థిరబిందువు 
0 వద్ద F (t, ౫, ని ప్రవేశపెట్టిన 


t= = on - yb, 2 = - య్యక + 0b, b' = wt = గ లేక. 
n' ద ట్కు. 0 య. | 
b' Ls Ba 
9 క్‌ న. శ 


దే 


(౮) అవుతుంది.. శః 


వ లేక యి డర్భాక్స్‌ సదిశ అవుతుంది. దీని ద్యారా? T ke రీలు | ప్రాముఖ్యత రస్తు | i 
చలనములో వాటి, క డ్రతహాదింవబినది.. 
Se నలన బిందువు P వద్ద Fb, nm, b) ధ్రవేళేట్డ | (అ హెడ్రక్‌ a 


క తక్షణచలసము న సమాంతర పరివర్తసము t నే నే భ్రమణ ప పరివర్తనము: b దే సూచింపబడుతుంది, 


చెత అవకలన జ్యూ 


2.14.1 r= 1₹(0 వక్రము యొక్క వక్రత విమోటనములు ః 
మొదటి పద్దతి వి వ[కముప3 ఒక సదిశ RకR క = FT it Rs అవుతుంది. కావు! 


r =rs=t=t లేక 

=n, =(hb-kt)s,b =n (నెట్‌ స్యూతములు) 

r=ts + (kms) క =కశీ + 28, 
 r=ts + క ఈ + 215 Sask (ఈ -1ఖక + sn అవుతాయి. 
3 far = సక్తి b,f =(s —k2s3) t+ (358 క +ks2)n sheet 


కావున [గావ ౩] = k2 75° అవుతుంది. 





పటము - 2.10 


అంతరాళంలోని వకాలు 35 


= he eal బై gat (111. = 1-కావున) మరియు. 
పి 
fir 7] 
= వానే అవుతుంది. 
lrar|2 


రెండవ పద్దతి : వక్రముపై P(t), Q(t + రలు రెండు సామీప్య బిందువులు మరియు వీటి వద్ద 


వకమునకు సిన స స్ప ర్శరేఖల మధ్యకోణము 56 (0 46 <1 అయిన, 


rtnr(t+5t) _ sindd తి fr (ta Gr (t + 8t) —r (t)) 








mes “డా = 
lr (Ol lr (t + 5t) 09 WOE dt lr (t)| |r (t + రట! 
5 -* 0 అయిన$6ీ aE, అవుతుంది. 
|r|2 

dol 6 

కాని = re Rea 
Ss 

నల న్‌ 

|r|3 


_P,Qల వద్ద గీసిన ఉపాధిలంబరేఖలు 


r (t) Ar (W;r(t+8) ar (t+ రిల లకు సమాంతరము కావున వాటే es ర 


జ్‌ 


అయయ 


wr ప. 
gin రాలా 
lr (tar Wl | (46+ 8) ar (t+ 8t) 


r (tyr (t)i r (t+ 5bllr (t+ 8) - re (Wr (tr (1 + dlr (t+ “50 
వారము: 


| 15 హార రై 
“ఈ-ఎ0 ర 8 


శీ pore 2 రల (HIF + 59 





త్‌ 


న్‌ క్‌ (t) « fr (t+ 80 -= (0) ax (ఇ r' (t+ 5) 


Stl AT (+8 IF t+ 8 AF (t+ 801) 


అవకలన జ్యామితి 


సూచన : వకసమీకరణము వక్రచాపము (9)లో ఇవ్వబడిన పరామితి. 
t=s =9క్ర= క = 1 అవుతుంది కావున 


kale nr], ca మరియు ౫“ =-H2t+ kn + kth 


> r2-Hik2:2 7 లేక 
112 స. నో 
జి= డై జ _k2_ -(£) ఆవుతుంది.. 
ఈ ఫలితాలను వేరుగ తరువాతి పేరా 2.14. 2లో 'కనుగొంటాము. 
కార్టీజియన్‌ విరూపకములలో 
r=y,2),i=(, 3,2), పై = (6, ఫ 2). మరియు ౯ = (౯, 3 ఇర కావున 


yz 2 02 + 2-2 22+ (1 
(2 + 32 + 228 





మ మరియు. 


+ {2 2 +32 + gra} అవుతుంది. 





2.142 లజ) వ్రమానకు పశ్రత, ఏమోంసములు 
dade: =ka+k(b- kt) ఆవుతాయి ఖావున. 


k=|24, ౯౧౯౩ ఇమ Fr] = k2. 


. అంతరాళంలోని వుక్రాలు ఆ Ne ప? 


(1 Lr" క్ష) మ 
వ k=|rar "|, TTT ఆవుతాయి. 


ఉదా 22 ౯2228000 y =-2 10g ఓ 2 = ౨262 అను వక్రమునకు వక్రత, విమోటనములు 





సమానమవి చూపండి. 
1] r= (యట 22 log, వోటు... . 
ఇధి 22 (క్లో డబ) న. | ౧క్తైం 0) అవుతుంది... 
అ వేగిన (= న. OE మరియు = 








fri sa క్ట కావున 
దా డ పం. - EE DE 
|i a = wa 








- అన్తుతాయి కావున & = ఇ. 
ఉదా 23 1) = =xtant అయినప్పండు 249 ఇ 2%, 2 = 2 యావే కల ఛేదన వక్రమునకు | 
ఇండన బిందువు వద్ద' ద్ద'వక్రత కనుగొనండి. . “షన న. 
y= అజయ = స at cost, y = ఇర క అవుతుంది... 
T= (at cost, at sint, al) 3 f= (a (cost - t sint), a (యల + t అటి, ఖు 
కే కై (5 ( (-2 sint —¢ cost), a(2 cost — tsint), 0) అవుతాయి కావున ' 
: ప (ఓలా +2 c05t), ఆ (2 826 + ౯ 6686), (2:41) 22), - 
ర = 282 + గి మరియు అ 
| . [2 గల! = = జ్ర (టీ + కళ +e అవుతాయి కావున. 


Se ase +8 12. 
పష = [కై న. 2 అవుతుంద. 
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ఉదా 24౪ ఒక వక్రమునకు గీసిన స్పర్శశేఇపై స్పర్శబిందువు నుండి (6) దూరములో ర అన 
బిందువు కలదు. Q యొక్క బిందు. పధము యొక్క వక్రత కనుగొనండి. 

“(కు సంబంధించిన రాశులను, 1 పొదికతో సూచిస్తే 2, = + 6, 


శ. 


॥ dr, dr, ds il 
r, =e =e Ft =t+dm 


మ (షై = 1+ 2k2 dst, ౪1 + k2=t+ckn అవుతుంది. ! 


' ఈ సమీకరణమును (5) దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే 


ka aya ష్‌ In + ck (tb—kt) 
(kn, 1+c Ja Trg mettre (| జాట్‌ 


అవుతుంది. పరిమాణములు (వాస్తే 


లు. 2+ FL TT + 62212 లేక 


k2 (i +0223 = 2k22 (1+ 2k2) + (k + ck! + c2 k3)2 


అవుతుంది. ఇది రి యొక్క బిందుపధము యొక్క వక్రత న్న ను తెలియచేస్తుంది. 


ఉదా 25 ౩౫2 +32 = 22,౫2౪2 =27ల ఛేదన వక్రమునకు వక్రత, విమోటనములు 
కనుగొనండి. 


ఈ సర యొక్క పరామితీయ సమీకరణము 
X= a cost, y = a sint, 2 = శతక 
_ r=(a 005%, asint, 2 0920) = 2 = (-2 sint, a cost, శ 2a sin2t) 
2 20062 షట - 4100520 మరియు 
=a sint, —a cost, 8a sin2t) 
= TAF= 


= (202 (2 00st co52t + ఓ మందలి, -28 (భు 0050 + 2 008 + st + ణి . 


ఆంతరాళంలోని వక్రాలు. నల 39 


32 = a2(1+4sin#), fri T]= 623 sin2t 


= పై గ్రని స్టా "6 913920 స 


al(1+4sin?2t)3] ’ 2(5 + 12 609220 


2.45 రెండు ఉపరితలముల ఛేదన వక్రమునకు. వక్రత, విమోటనములు ః 


f(r) = 0, g(r) = 0లు రెండు ఉపరితలములు, వాటి. ఛేదన వృక్షమునకు యూనిట్‌ ' 


: స స చృరేఖ t=r) ఆ ఉపరితలముల అభిలంబరేఖలకు లంబము' అవుతుంది. కావున €- Vf=0, 


t- Ve=0> tll 0475. 
= VfA Ve=At= h అనుకుందాము. (కు 
=h=((fe,- fe), (fe, - f,8,), (hye, - పేక) = (h), hy, hy) 





కావున = 
సమొకరణము (ఎని దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే ॥' =Mt4Akn  —@ 
2 hAh'=్నkb=H, అనుకుందాము. (3) 
జై డే k2= H2 = HH +H2 —— (4) 


సుమొకరణము (3)ను 8 దృష్ట్యా అవకలనము చేస్తే 


(Mk)b—XA2kin=H — (5) 

(2), (కల ఆదిశ లబ్దము 
3 2 న. Fn ॥ me కి ళ శి + 

MET mh. H =h'H, +h,Hy' +h3H, — (6) 
స మికరణములు. (4), (6) ల నుండి k, ఇలను కనుగొనవచ్చును.. 
సూచన వ్‌ 

1. వక్రమును పరామితీయ రూపములో వ్యక్తపరచ వీలు కానపుడే ఈ పద్దతిని పాటేస్తాము. ' 

ds =hy 3x +h “ho స కూర 


కనుగొనవచు. పు. కాని అది సులభ పద్దతికాదు: 


2. ఈ ఫలితాలనే ్మA=h — 


ఈ పద్ధతినుపయోగించి ఉదా. 25 ను చేయండి. 


a _.అవకల్లన జ్యామితి 


ఉదా 25: f= +y డిఐ 0,g= x-y2 — az = 0 ౯౭6౫ల 


ఇ VE= (2x, 2y, 0), Ve = (ద 2y, — : ] 
ఇళ Vg= C22, 22x, ఆ రుం = Ax', ్మy, Az!) = At ee 
కావున 22 = 482 (2 + 2) + రట . 

_ Ax వసా Zay, కర. 
రి = + xly)) — (2); ly = 2ax5 
a క Az =-8xy, 


3 + = జురు 


రుణ. ః ! 
| 3 Bs 2 
= b= (డి ద 32 32 8a Ei | 


in =-టకే, కనే; 262 +32) — (3) 


సమీకరణము కను (8) ద గన అవకలనము చేసిన 
ad 24 2% 24 బి స 
న దం 


నమీకరణము (3) నుండి | 
ఏటో + న. + జి (2 + బా]. 


oe [= 642 
[2 (2 4 వారి. + at 
(2). ళు వ. న. 
A Mkt 6 జ్‌ గ + చీ 
ieay స. 


Ee అకక. అవుతుంది. 


ఉదా 26 ౭&2 + by2. + జి 1 జః + bly న rae 1 అను 2వ -పరిమాణావు 


పకా ఛేదన 'వ'్రమునకు వక్రత, మమోబనములు కనుగొనండి. . | 
f= వ బ్‌ (ఛైన్‌ (ఆడి ప 0, కని క (+ . b= 0 అనుకొవిను | 


71=(ax, కలు, 28 = (శ | (| బలే 
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= h=At=rl|l VA Vem (Ayz, Bix, Cry). 


+ /AB CY 
ష్‌ హం శ .. 
_ A=bel-ble,B=ca' —cla, C= ఇ -ఇb అవుతుంది. 


r= xl, స్పెల్‌ zt) = = (క జ ర 


= 22= BBY (F దః 
సమీకరణము (1)ని (s) ద ఎ ఆవకభనము చేసిన 
A? - ౨2 - C2 న 
స + Xkn = ల; 5 Fry dre అ — (3) 


డ్‌ 


(1), (3) ల సస లబ్ధము (వాస్తే. 





Mkb= (a 3 (Bz? _రణి,న్టే £022 — Az2), ఊటి ౨2) 
అవుతుంది. నా. 
Bz2 — ౧౫= య ea) z- (య! —225) డి 
2-262 చంపను +2 e+ by: =-a(i- రంబ (1- బలి 
డై =a-—-a 
అవుతుంది కావున... 
a a) కి. | . న ల్‌ 
Kb = సా bb. 5 (e' = oe Es 
| లేక న Mkb= a, కో, Crd 
aes -&, BB =. -b,CCt= తలి. . (65) అవుతుంది. 
"ఫషకకలము (5)ను (ఎద్బష్ట్యా! అవకలనము చేసిన. ee wee క ల 
3 SE CAR 
Cer (హ్‌ 1)» (కః Baas 388 3001 ల? క. 


కా 
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(3) - (6) - మ . . 
Mix 6 క్రీడ (ala) B? (bib) Ce మ్‌ (| 

ABC x2 y2 22 . 
అవుతుంది. 


సమీకరణములు (కృ, (7) అ నుండి 


A2 (2-2) 
వమా డు 
నిగా ౮ a2 2 ౫ మరియు 
5 re 
(a'— 2)? x6 
ఎ A2 B2 C2 2 A?2 
= x6 yf జ (z A&2 


T= 


అవుతుంది. 
x2 


2.16 స్థిరవాలు కలిగిన వక్రములు (స్లూవ ఉపరితలమూప గీసిన తపక . 
ఒక స్థూప ఉపరితలముపై గటుబడీవు స్ట సిరరేఖి (జనకరేఖ - అక్షము) తో స్థిరకోలావ 
చేయు వృకము కుండలిని అవుతుంది. 
ఒక వ్యక్రము కుండలిని అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము క = స్టిరరాశి. 
ఆవశ్యకత ః స్తూపము యొక్క అక్షము వెంబడీ సదిశ ఇ అయిన 8 =1 అయినప్పుడు 
t.a=z=cosa >t-a=k(n-a)=0; 
k=0 అనగ వ(క్రము సరళరేఖ అయినప్పుడు ఈ (పతిపాదన వర్తిస్తుంది. 
౬40 అయిన ౫. a=0=aln లేక &!|! వ(క్రము యొక్క చాపకలనీయ త అము 


కావున ఇను శ bల "రేఖీయ సమాసము cost t + sina b గ వ్రాయవచ్చు. 


(1 6036-7900) n= 0 ఇ కీ = టూం సిరల) అవుతుంది 


పర్యాప్తము |! స్మ  t2n0 అసుకొనిన (ఫెనెట్‌ స్యూతములనుండి' 


t= =m, ఐం = + పం =0 = ¥0080+b' sina = 0 
సమాకలనముచేస్తే 
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tosa+bsina=c;tతో అదిశ లబ్దము €.6=005 6. అనగ వ్మక్రము స్థిరసదిశతో ' 


స్టిరకోణము చేస్తుంది. 


సూచన 1 n.8=0.౫! వ(కము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద (ప్రధాన అభిలంబ రేఖ 


స్టూపమున్నకు లంబముగ ఉంటుంది. 


2.16.1 వృత్తాకార (వరుల) కుండలిని £. 


x2 + 72 = ఇ2 ఆధారము కల లంబ స్టూపముపై గీయబడిన, జనకరేఖతో స్థిరకోణము 


ఏర్పరచు, వ[క్రమును (లంబ) వర్తుల కుండలిని అంటాము. 


స 2.17 - స్టూపముపె  గీయబడిన వక్రముల వాలు వ కం - లంబవడక్రతలు ః 

ఒక స్ఫ్టూపముసె జనకరేఖతో స్థరకోణము 0 ఏర్పరచు వ్మకము (కుండలిని) కి 
రు ల = k 005602 0, T= k sina cos a [బిందువు P వద్ద వక్రము యొక్క వకత 1, ఆ 
- బిందువు ద్వార పోవు స్టూపము యొక్క లంబశేదనము వక్రత k,] మరియు (11) k, లు 


'స్థ్రీరరాశులుగా కల వ్మకము వర్తుల కుండలిని మాత్రమే అవుతుంది. 





. ౨వటము2.11 
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స్థూపము యొక్క అక్షము - వెంబడి యూనిట్‌. సదిశ 2 అయిన కుండలిని ₹(8)ను a! 
లంబముగా కల 'సమతలము 7లో విక్లేపపరిచిన ఇలో P(r) యొక్క విక్షేప ము P ir 


అవుతుంది. ' 
' xr, =r-(r-a)a —— (DD 
= ri=rl-(rl.a)a=t-acos — (2) 


ti =t-acws 

FEY = 1+ 005-2 (a. భి cosa sina ' 

= ds, = sina ds 
కావున ౬ = coseca t — ౧60.2 అవుతుంది. 

mk, =n, స్లో =kn coseca > మ ఇమ మరియు. 
k, =k 0056606 అవుతుంది. 
కుండలివి వష్రమునకు ఢ = 106. 


కావున 7 = = k 60101 లేక] sina cosa అవుతుంది... 


(fi) k, ఇలు. స్థిరా పలయిన ₹ -. స్థిరరాణి అవుతుంది కావున వక్రము కుండలిని అవుతుంది. 
స్టిరరాకి కావున హి =k అసు కూడ స్థిరరాశి అవుతుంది ba ల కలిగిన స్లూపవ 


వృత్తాకార స్టూపము అవుతుంది. . 


ఉదా 27 1 3862 నా అయినప్పుడు: r= (an, (ప, యీ కుండలిని 'అవుతుంది. 


dese ణో ఆ += (2, మిల, కలన = 0,2 2, కయి. . 
=(9, 0, 66) మరియు: . 


. tar =(రుయీ, - అద్కుమటు! Fi ¥= 12abe అవుతాయి, క Bey 


ea జ్జ జ” . - న ణ్‌ ళ్‌ న శ 
a - శ్‌ న య 
. : a? క వ శ 
క. స 
అకారక ఉక సుంకం చటక లతునంయలవయులివంంలు టలు మంకు న. అద ంతతోటీ లా యం ముం తా జం అందాకా. దల డా ఎటుల అ 


కావున ] ను. లర + sate + 22s టా 
(ఈ ఆ|| (a2 + శర + ల లట p= పరయ . 


..ఆఅంతరాళంలోని వ(కాలు ల . 45 


er ph 3abc లా 
af = Hn + 9a + ఇమే © [| 





వ్‌ 2 Eb + 9220222 + 2202 |y2 
శా 


~ 7 ఖం 9c2uf + 4b2%u2 + a2 


320 = 1202 లేక 92202 అ త్తే అయినప్పుడు 


2. "పం + 4bu2 + a a2 _ 202, క 
1 3abc| 92ut+4b%u2+a2 J కక్షల ఇర 


కావున వ(క్రము కుండలినిని సూచిస్తుంది. 

ఉదా 28 1x = 264, y = 282t . అనుస్టూపముపె కుండలిని గీయబడిన - దాని వక్రత, 
' విమోటనములుకనుగొనండి. 

మొదటి పద్దతి ౩7 = (at?, 2at, 5 cosa) > r-=t= (2240 6% 226% 0030) 


= 1= (44202 + 422) (= జ త 


అ శ్రర ఎ sina 
ds 2aV1+t2 


అపు sin?a  —tsin?a 3 _ _sin’a 
కావున ఆ (దగా మరలా 0) "లో 
ఇది కుండలిని ద కావున =.tana లేక 


51206 6056. 
న్‌ా వానా 


అవుతాయి. ' 
2a (1+ ణ్‌ 


~~! 


"రెండవ పద్దతి ః ఈ స్తూపము ౨ యొక్క జనకరేఖలు ll z- అక్టము తా ఓ) సమతల వము 


“యొక్క వ్రతను సూచిస్తుంది we 


ay re he Pn 
= P=p) cose’, ౮=౧ tana 


' సూత్రములనుపయోగించి పె ఫలితములను సరిచూడవచ్చును. 


46 , అవకలన జ్యా 


2,18 వక్రత (సంస ్పర్శుక) వృత్తము ః 
ఆంతరాళము లోని వక్రముసె (3) బిందువులు P,Q, R ల ద్వారా పోవు వృత్త 
ఇ, 2-౮ వ అయిన P వద్ద వ[కతావ ఎత్తము అనబడుతుంది. ఈ వ బ్రత్తము సంస AL 


తలములో ఉంబుంది కావున దీనిని సంస్పర్శక వృత్తము అని కూడ అంబాము. . 


సంస్పర్శక తలము 





పటము - 2.12 


న కేంద్రము లా వ్యాసార్హము కి 
r generic బిందువు, € కేంద్రము, & వ్యాసార్దము గను కల సంస్పర్శక తలములో 

_ వృత్తమును 11-౮6! =& అనుగోళము, సంస్పర్శక తలముల ఛేదన వక్రముచే సూచించవచ్చును 
ఈ గోళము 
r=r, 19), r=r(s,r=r, (5) లచే సూచించబడు వ[కముపె బిందువుల ద్వా? 
పోతుంది కావున గోళము, వక్రము ఖండన బిందువులు 

(3) = [r(s) ©]. [r(s) -టై ను సాధిస్తే వస్తాయి. 
ఈ గోళము వమ (3) ఏకీభవించు బిందువులలో. క. 


9(s) = 0, థ(59 = 0,0! (s) = 0 అవుతుంది: 


PN a A Ua 


2 (- ఆ/2= 22 (tr — 0). ౯ = 0, (- న +r. r=0 


r=tr= kn,r=1 క EF క ₹ " 


ఆంతరాళంలోని వ(క్రాలు , 47 


కావున పె నియమములు r-c2=a,(r-0.t= 0, (-ల. n=-— గి అవుతాయి. 
అనగా ౩-6 అభిలంబతలములో ఉంటుంది అట్లే సంస స్పర్శ్గక తలములో ఉంటుంది. కావున 
2-౮ (ప్రధాన అభిలంబరేఖ దిశలో ఉండి An చే సూచించబడుతుంది. 
r-c).n=-p= A=-p;(r-c0)=a23 a= p 
కావున € = క - ౧ లేక = + ౧౩౧ అవుతుంది. 
r +pn వకతా కేం దమును, ౧ (= 3 వ[కతా వ్యాసార్థ్హమును సూచిస్తాయి. 


| 
[= ఒక వ(క్రమునకు -=౮ను విమోటన వ్యాసార్టము అంటాము |. 


వ్రతా కేందము (ప్రధాన అభిలంబరేఖపై వక్రము యొక్క P బిందువు నుండి 'p దూరములో 


ఉర్యసరద. తక 9 చూడండి. 


ధర్మములు కి 

(1) ఒక వ(కము యొక్క వ(క్రతా కేం దముల బిందు పధమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ: ఆ వ(కము 

యొక్క అభిలంబతలములో ఉంటుంది. 
వ[కము యొక్క వ కతా కేంద్రము ౪ =r, మర pn అవుతుంది కావున కేందముల 

. బిందుపథ వక్రమునకు : 

t=(r + యి గద + 0 n+p 33 = n + pth) . అవుతుంది. 
అనగా వుక్రతా కేంద్రముల బిందు పథము యొక్క స్పర్శరేఖ ఆ వ[కము యొక్క 
అభిలంబతలములో ఉంటుంది. ఈ స్పర్శ్గరేఖ ॥ తో చేయుకోణము 4 ఈయనే 
tan 1 అవుతుంది. : ' 

2) స్థిరవక్రత కలిగిన వృక్షము ౮ అయిన దాని వ్యకతా కేంద్రముల బిందుపధ' 'వృక్రము కూడ. 
స్థిరవకతసు కలిగి ఉంటుంది. దీని విమోటనము వక విమోటనమునకు విలో మాను 
పాతములో పేంష 


0 స్టీరరాశి అయిన ౧'= 0 అవుతుంది కావున 


48 ఆవకలన జ్యామితి 


ds 05 
చ= రజ = ds = 07 మరియు 


a ds న. 
t=b>» క్వ మ్య =m 3 n || n; 


1 
“౨ దిశను 3] =-n అగునట్లు తీసికొనిన 
్య 1 సిగ 
వ్‌ జకం రాశి 


b= =శ్న గమ =bh(-n=t> ఎస్టీ లేక 





2 
గా ఎక్‌ 7 జడ అవుతుంది. 


1 Tt i 


. ఉదా29 : సంస్పర్శక వ ఎత్తమునకు దత్త వకముతో కనీసము 2 వ పరిమాణపు స్పర్శ వ్యవస్థి! 
మవుతుందని చూపండి. వ. 
సంస్సర్శక వృత్తము Ir 6] =p గోళము, b =0 సమతలముల ఛేదన మ్మూకమ 
అవుతుంది. దత్తవక్రము r= r(s) తనకో నట గ 
&(s) = (69) - ©). arts). —0)-p2= 0. 
a wa C, క బిందువు. Ptr) అయిన CP అభిలంబ తలములో ఉంటుంది 


౨ (అలి. t= -ల. r' (=03 020 
కావున సంస్పర్శక వ ఎత్తము దత్త వ(క్రముతో కనీసము-2 వ వాం ర్న కలిగి ఉంటుంది. 
219 వ్రతా (వంవ్పర్శకి గోళము? _ 
శై ఫా వ(క్రము యొక్క నాలుగు బిందువులు P,A,B;C ల ద్వారా పోవు గోళ 


A,B, 6 3 F ee P వద్ద ధ్ర వరునకు గీయబడీన వ్రతా గోళము అవుతుంది. 
కేంద్రము - వ్యాసము 1. YF 

5 'కేంద్రముగను, R వ్యాసార్థముగను. కలగోళ నమీకరణము /క్షో ఎ sl జ R అవుతు 
కావున r= r(s) సభలో వడ! ఖండన .మీదువులు. వ (౯-ఖో- మఖ ఖ్‌0 యొ 


ఆంతరాళంలోని వ(క్రాలు 


మూలములచే సూచింపబడుతాయి. ఈ గోళము వ్మకమును (4) ఏకీభవించు బిందువుల : 
ఖండిస్తుంది కావున . 
(59) = 0-3 (r-s)? = R2 ;¢(s) = (r-s).r= 0 లేక 
r-—s).t=03 (r — s) అభిలంబతలములో ఉంటుంది. 
ధ"(5) = e-s).r"+r.r'=0 
జ k 0-9). n+ = లేక (r-s).n+p=0 
మరియు థ'''(9)= (1 -- 5). ౯” +3r.r' =0 


= Gr-s). en) + 3k (t.n)=0 (లేక 1'=0) 


= k(r-s.n+k(r-s).(tb-kt=0;(r-s).t=0 


k 
3 (r-5). (k'n+ktb)=0> ki (r-—s).b=— 


లేక (౪-5). = 02 ok' లేక -౧' 6 అవుతుంది. 


ళీ 





వ . పటము - 2.13 


50 అవకలన ఆనజ్యామిశి | 


కౌ- 5 అభిలంబతలములో ఉంటుంది కావున 


కాలాక = గ 1 0 లేక 8 =క₹- సె - (మ 





రూపములో ఉంటుంది. పె సమీకరణములనుండి ౫ = - ౧, ఓ = ౧4౮ 1: అవుతుంది. కావున, 


వ(క్రతా గోళకేంద్రము 7 + ౧2 + ౧' ౮ b మరియు వ(కతాగోళ వ్యాసార్హము — 
EY 2 k'” 
R= [గాం రి లేక చేయక 


అవుతుంది. వ్రతా గోళ కేం దము అభిలంబతలములో ఉపాభిలంబనేఖకు కపప 
(ధృవాక్షము లేక వ(కతా వ ఎత్తాక్షము) వెన ఉంటుంది. 
సూచన ॥ స్టిరవ(కత కలిగిన వకములకు గ'=0 అవుతుంది కావున $=1+ ౧౫ అనగా వ కలా 


వృత్తకేందముతో వ(క్రతా గోళకేం[దము ఏకీభవిస్తుంది. 





ప. tat" - 

వప 80: వకతా గోళ We గా అవుతుంది. 
tat’ (takn)) talkntkGb-kt] kp గ 
12 kr k2 7 OO k2r 
ltat"! he? + 272 Er 

కావున pr = సా అ శ అవుతుంది. 


ఉదా. 81. ఒక వక్రము యొక్క వక్రతా వృత్త కే్యద్రము యొక్క బిందు పధవ[కము 


ane] 


వ క్రతకలిగి ఉంటుందని చూప ౦డీ. 





వ్రతా వృత్త స్త 65 కంల పాదిక 1 చే 


వకవ క్తకేందబిందు పధమునకు సన రాశులను సూచించిన 
రం. ds, ” 


లాం తా 


ds, వళ్ళకి j=tep' n+p(tb-kt) = SAD 


| b జ || 
నగా eon ల IE 


ఆంతరాళంలోని వ[కాలు 51 


షై. 
దీనిని p b+ m— Mh (2) గా వ్రాయవచ్చును. 


R2-= ౧2 + ౧2 ౮2 లేక p2 (1 +h2) = (3) అవుతుంది. 
Ome (Ey - 0 అలయం 
ఇప్పుడు సమీకరణము (1) ని 8 దృష్ట్యా అవకలనము చేసిన 
స k, బడ + (£) t, =- a Fat 
లేక = Can Er 4 ah త 


k,2 [డే 


సా టో 6-9 


> 0202 క h2p2Y 2h' h2 +1 h2 
క tee Ce) 


వ 








a yp"? 2h' c p2 126 
a స ™ CR +“ R4 








= పై p26 SE p”రో 


Rs KR) +E (2) నురిడీ అవుతుంది. 


ఉదా 82 : అంతరాళములోని వక్రమునకు ఒక బిందువు వద్ద గీయబడిన వృక్రతా గోళకేంద్రము, 
_ వ్యాసార్రములను కార్తీజియన్‌ నిరూపకములలో (వాయండి. 
r వ (x, y, z)3> Yr a t = (x, y', z'), జై = kn = (x, y", శ్ర 


2 జి). 


k= (gi +y న 


టి 





3 z"' an z y న! x" = x' z"' ఇ" tt జ x" | 
. కావున b=tan=| ——7 —— TY k Zh 


అవకలన జ్యామిళ్‌ 





lb'l=T= 
Kk (y' జ" z' y") = (y' z"' .. z' y") k' 
ల్‌ 2 
k (2' x" = క ౭) నా (2' x" ow X' z") k' 
k (x' py” = y' x") ce (x' y" న్‌ y' x") k' 


? 


k2 
లేక 
( ల్‌ న | ఇ 


అవుతుంది. 


కావున వకతాగోళ కేంద్రము ౫ - నిరూపకము 

Bx ' fy! an eT 
x +7 ర yz Ny) 
మరియు వకతా గోళ వ్యాసార్హము 


1 k' 


2 9 AD -1 x" క + 1 111 సు 2'' 22 1/2 
[1 నో y" + Zz ) |: 4 ( ఎ వో | 


Cai + Jy + 212)" 72 


౨వుతుంది. 


ధర్మములు: 
అంతరాళములోని వక్రము 6 యొక్క వ|క్రతా గోళ కేం దముల బిందు పధము 6, అయిను 
యొక్క స్పర్శరేఖ, (ప్రధాన అబిలింబరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖలు వరుసగ 6 యెవఐుక 


1) ర 


గా. 


శిపాలంంబరేఖ,. (ప్రధాన అభిలంబ రేఖ, స్పర్శ రేఖలకు సమాంతరముగ ఉంబాయి. 
2) 6౯ ల వ్యక్రతల లబ్బము వాటే విమోటనముల లబ్బమునకు సమానము మరియు 
త్ర) 6 యొక్క ప్రతిబిందువు 6 యొక్క అనురూప బిందువు వద్ద గీయబడిన వకతా మ 


కేంద్రము అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము 6 స్థిరవక్రత కలిగి ఉండుట. 
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6 యొక్క జ్యామితీయ రాశులకు పాదిక 1 ఉపయోగించిన, వక్రతా గోళకేం దము 
S=r+pn +.op' b అవుతుంది. 
ఇచ్చట P(r) c పై బిందువు P(ఖ) కు 6 అనురూపబిందువు P,(s) అయిన 


ds 4 
ds, సప =t+pn+p(rh- shee స 


= t,s,= [pt+(p'o)]b 


ds, 
దై t,|| bie. =pt+ (౧'ల)' 


స్స్‌ ఇ యొక్క న్‌ t,bలు ఒకే దిశలో ఉండునట్లు తీసికొనిన t= b అవుతుంది. 
; kml =-౫ nm || n;k..({(pt+(p' o)l=t 


by అవుతుంది. ఇచలు మ దశను కు వ్యతిరేక దిశలో తీసికొనిన Kk, =శ్థేవ ఆవుతుంది. 


b=tAn,=b(Cn)=tఅనగాb,|| అవుతుంది -(1.. 
| దీనిని క్ని దృష్ట్యా అవకలనము చేసిన. 


ds ds 
—Tn,= Eng =kis లేక 


k= జక ఇ ౫ kk, =77, అవుతుంది. — (2) 


| ds are 
| ఇదే విధముగా 7= ke లేక k, [07+ (P' ౮)'] అవుతుంది. 


మును | 
త క్క వై సమీకరణము, 
OE / a గారాల? p= 0 అయినప్పుడు 
గక = కే Tt =k2 అవుతుంది. . 
కతా మృత్త 3 అనగా 6 కి స్థిర వక్రత 'ఉండినప్పుడు విమోబనముల లబ్దము స్థిరరాశి మరియు 6 యొక్క 


ఓ వక్రతకూడ స్థిరరాశి అవుతుంది. 





లయనువయనటకనుతళచమన్తున న. ఆలు ఆధాశనిల్యాతలడాతితుం = సవనుకా త తంల లు అతాయ యా! J 


ఉదా 38; r= (26+ 1, 3t2 + 2, ఉటే + 3) అను వ(క్రమునకు (1, 2.3) వద్ద 


r= 2, 6t, స 1282), ₹ (06 





పటము - 2.14 


+; PG, 2,92 t=0; x= (26+, (32 + 2), (48 +3) 


5. 24t). rT = (0, 0, 24). 


t=0 వద్ద?=(2,0, 0), 1= (0; 6, 0), 7 =(0, 0, 24) 


f 


'అవకలన జ్యామి 


4 
3 
స 
స 





() సంస్పర్శక గోళ సమీకరణము, (ii) సంస్పర్శక వ త్త సమీకరణములు రాయ త 


సంస్పర్శక గోళముపై పై వక్రము యొక్క '(4) ఏకీభవించు బిందువులుంబాయి. జ 


ఆ (t= 0) = [A - Wi +(2- CG 0, 


| ఇచ్చట (a, B, 1) గోళకేంద్రం 


(= 0)=([6- ఎ12- -ఫ+6- yk]. 2j = 02 a= 1 


(= 0):= a di+e- Bij + (B- DE] Wes అ. 


sits 0) =[1- Wi+e- Di+e- oi: 24+ 30) =0= = 3 


ఖై నంవ్పర్శక గ గోళ శయ [ స్ట్‌ 3) . 


8 


న్యాసార్దము = a, 2, 3) వ ( 1,283 


"ల 


కావున సంస్పర్శక గోళ సమీకరణము.. . 


= 
రె 


ee 


అంతరాళంలోని వ్యక్రాలు 5్‌ర్‌ 


(౬ 12+ జ ut ఇ)2=4 లేక 
; 5-3 “9 
3 (x2 + y2 + 22) - 6x — 16y - 182 +50= 0 అవుతుంది. 
సంస్పర్శల సమీకరణము = [2 — మ | =0 లేక 
ఎ [06- పే1+ ౮-2 + (2-3) k]. 12k =0౫ z-3=0 
కావున సంస్పర్శక వృత్తము పై గోళము, సమతలముల ఛేదనము అనగా 


త  3x2+392-6x-16y+23=0 అవుతుంది. 


 ఉదా34:r=(acost, a sint,a cos B 1) అనుకుండలినికి గోళీయ వక్రతా వ్యాసార్హము, 
. వకతా వ ఎత వ్యాసార్హములు సమానము. 
re(awst asin t, టా r=(—asint, & 605 ఓ, 2 605 B) 


nr: sint cost t జ 
న్‌ జ్‌ జ B’ 60566 60566 గో ™ 5): = (a 6౦5౭6 గ్ర). 


cost కల sin By 
.. కావున kn = ——7 జ k= k=0 
Ff a 605662 B’ a 600566 PB 
వ n=(-cost,—sin t,0),b=tAnz= (sin r cos 8, - 605 + cos B, sin B) 
స. , (60565100 ౧050 sint sin 06050 - sin B cos P 
is b= 0 =n క జాం 
న a a a 
k2+2k2 1 చం 
ss R=k. 


Reg స 


రక 


1 సూచన : ఈ. వ్మకమునకు os కలదు కావున § 2.19 యొక్క 3వ ధర్మమును 


|: ఉపయోగించి కూడ ఫలితములను సరిచూడవచు ను. 


| ఉదా 35: క ఒక వక్రము యొక్క వక్రతా గోళ కేంద్రము బిందుపధము యొక్క ఛా వమా 


He he VP tee మ ire 
-“@ ds, = R dR/Y ఖాన. . యర జ్యో 





“56 'అవకలి' 


ఎల ట ము ఖే (iv ౧0 = 6ర అని చూపండి, 


(ii) ర్మ = 3p 


R*=p*+p "pi =RR'=ppr+(pro)(p-6 
= ౧ ౮05 జం 6) “ds 


యం 


R2 = [2 +pf 623 OTS pi= me ౮) (pf of 
3 క = OR GR అక్‌ spate) 





(A= ర [= 06 వి = ౧2+ టలు. — W 


క ba ee ర మే 


౨ ర్యకాం శ్రా en) 


క 2.19 యొక్క ధర్మములలో ణ = ఓక, అవి చూసినాము 
ది pp) = 6ర3— (ఛం అవుతుంది. 
ae మ నం . 
యు, 6౪) లనుండిగ్మ= Kk అవుతుంది . య 7. 


7 l 
oe | pt + (pl! ౮) 


3a, 
qa 


as 
ర 


d 


\ 

| గ్‌ 

స్‌ 
షక 


d 


భు 


RR R 


గ జ 


ds 
RAE ds 
| =R dp ™ F dp అవుతుంది. 


ఉదా 36 : ౩ ఒక వ క్రము గోళము ప ఉండుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము ఆ 


యొక్క. (పతిబిందువు వద్ద 2 ,(£) = 0 అని చూపండి. 


అంతరాళంలోని వ(కాలు న! 


57 


ఆవశ్యకము ౩ వక్రము గోళముపై ఉండిన ఆ గోళము వక్రము యొక్క పతిబిందువునకు. 


సంస్పర్శక గోళము అవుతుంది. 
గ ణి 
22 = 02 + ౧. రో = 0 +7 
Sr ళు లీ 
| ౭ (CY = p “(క్షా = 
= 001 +7 1) =0 అ a = 0 అవుతుంది. 
EE 
పర్యాష్తము: దత్త సమీకరణమును హా చే గుణించిన 
2 1 | (ey లే Pep pe స్తిరరాశి 
2p +s న =0 న్‌ 2 a R2= స్థిరరా ,. 
౨ వ్మకము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద ఒకే సంస్పర్శక గోళము ఉంటుంది అనగా 


 వృకము ఈ గోళముపె ఉంటుంది. 


220 గ్లోలీయ ప్రాతినిధ్యము £. 





అజా ళా - 


లు 





పటము 2.15 





న. 


ర్‌రి 


నిర్వచనము - 1: 


ఒక వకము 6 కి గీయబడిన ఆస్‌. స్పర్శరేఖిలు ఆక అభితంబరేఖ 





ఉపాభిలంబరేఖలు ఒక బిందువు 0 వద్ద గుర్తింపబడిన ఈ సదిశల చివరిబిందువుల దిందుపధమ 


న్‌ 
యూనిట్‌ వ్యాసార్హము కలగోళముపై ఏర్పరచు వక్రము(ల)ను 6 యొక్క గోళీయ ప్రాతిని భ్యమ 


_ (గోలీయసూచిక) అంటాము. ఈ రెండు వక్రముల దాని పతిబింబముల) మర 


అన్వేకానురూపత వ్యవస్థితము అవుతుంది. 


నిర సచనము జ. 
ఇవ్వబడిన వక్రము యొక్క యూనిట్‌ స్పర్ష స్తాన సదిశ కలిగిన బిందువు యెముక 

బిందు పధము స్పర్శరేఖి యొక్క గోళయ సూచిక అవుతుంది. అట్లే [ప్రధాన అభిల అబే 

ఉపాభిలంబలేఖల గోలీయ సూచికలు కూడ నిర్వచింపబడుతాయి. . 
స్పర్శరేవి యొక్క గోలీయ సూచిక యొక్కు చాపములో మార్చు రక, రెండు నామ్‌ 


ప సృర్శలేఖలు t,t, + ఠి ల వ. 8 అయిన 


ds, 
ds, =౮9 = సరే 1 Sa లేక 


‘ds “ds 
ae nds క 
స్‌. ds, ds అం నాన్‌ =k 


సమతల వ[కములకు వ|క్రతను స్పర్శరేఖ యొక్క వంపురేటుగ సాధార ణముగ వాడుతామూ. 
'గోఖీయ నూచికకు వక్రత - విమోటనములు ః 
(4) స్పర్శరేఖ యొక్క గోళీయ సూచికకు 


య్‌ ఈ [క ds 


ds, 
r ప Me క = = గ = కృ= మ్య = శరై =): మరియు 
dt మం ఖా 
1 dn 6415 tb —kt 
Wig ma | గా అనగా 
k2- 72 + k2 





ఆధితరాళంలోని వ(కాలు సర్ట్‌ 


గోఖీయ సూచిక వక్రత వృత్తాకార వ్యక్రతల నిష్పత్తి అవుతుంది. ఈ గోలీయ సూచిక యొక్క 
ఉపాభిలంబశేఖ 


bh, =t y= +t + kb 


kk, 


k 12+ kf 


క లి 
= కదనే జు PETE లేక 





ఈ గోలీయ సూచిక = 1 గోళముపె కలదు 





k,1* 
2_ 
ee ky - k,2 : —— (2). 


సమీకరణము (1) 
kth Tk! 


kk tf (2) kk కై 
Uo VF Fan జో 
' సమీకరణము (2) ' 
జ్‌ క! శు క్రయ 1k) k2 k 
eu వా ల్‌ కా. నం 


a (kt wr ty 
=k (2 + k2) 





అవుతుంది. 


“౧ ప్రధాన అభిలంబనేఖ యొక్క gs bem 
ean 
=a, “ds dsp 


=(యు- ky = i 
ds; bo me 
జ = = (¢2 + ke. 
చె సమీకరణమును కట ద రష్యా. అవకలనము చేసిన 
thb-kt .. 1. || 
* మె ds క మల జె 4 ke 


జు 02 జిల బీ ప Ppa se (0- తల్‌ పే 


Pr ne పడమరల సవ ఆం 
బ్‌ న లయ అలానా దల టా. ళా కలున్తానా నలా. ల్లా లా వందర. శాక కాలా ననా వాలా కారా పాకాల లా 2 - 


గ్గ “p= ట్ల అవకు. 


aE * 2k 
R2 విలువనుండి + + 2 = 5] గే ky 2 ఇ Kk, 4 గ శే Bt 1 





6 'అవకలన జ్యామీతి ల 
౬,2 విలువనుండి క ఓ, 


త + kerk 7) (hrf. ki 3 గ k 17)? (k2 + 722 (kk! + Ua) 
(k2 + t2)6 
(12+ (2) er భి (kr ki a 3 (kr! _k12)2 (kk ఖై, 





లేక 1 k= 


వస్తుంది. దీనినుండి శ కనుగొనవచ్చును: 


(C) ఉపాభిలంబరేఖల గోలీయ సూచికకు 


ds 


Mae - =~ 


. (tb—kt) 
త 


a k 2 
జూ Ee Pe 
అ n, = =k, =1+(£) అవుతుంది. 


k, k,12 
ల్‌ స k 2 వ! 


f kr) 
పె సమీకరణమునుండి ky k, Fale) 


f.rmlhe ౨. 
Gk 1 » అవుతుంది. 


కొవున శః = (ణ్‌ +k ' 


ఉదా 37: ఎ బక. వక్రమునకు 7 "రెండు బిందువుల ' వద్ద - గీసిన గోలీయ వ|క్రతా వోకపకపుకీ 
మద్యకల అత్యల్ప  ధూరరేఖ . వ్యాసార్దమును (i | నిష్పత్తిలో ' విభజిస్తుంది, 
అంతరాళములోని రెండు సామీప్య బిందువుల వద్ద గేసిన వ[కతా. గోళముల లా అక 
H(h). అయిన . 
s=r+pn+optb= r+ Moనుకొనుము, 
M= pn+op'b. P,Q.లు ము మీది బిందువులయిన SP సమీకఠణము.. 
R=r+pM, HQ సమీకరణము సె= (+ రీr) + 6 (M- + 5M అవుతుంది. ' 
HQ లను వాటి అల్పతమదూర రేఖ మై! M శిలో' 'ఇండేంచినప్పుడు' 5 83. ని 1 x: 
త్తిలో విభజిస్తుందనుకుంట కస్టాననదిశ. 





ఆంతరాళంలోని వృక్రాలు 


Ar+lr+M r:M 
1 I అలతుందు. 





LMLHQ,LMLSP= 3411 SPAHQ=MA(M+5M=MAM:'. 
LM, HQ లు కల సమతల సమీకరణము 

[2- (+ తూ), M+ టెక MAM] = 0 అవుతుంది. | 
L దీనిలో బిందువు కావున 





టీ. M | | 
R=r+ 7 (పతిక్లేపించిన Es _ తక M+ 5M, MAM! |=0 లేక 


IM, 5M, MAMI=(1+౫) dr, 3 + 5M, Ms M']=0 
' అవుతుంది. 
[మ టెక్‌, M ౧ M1] ౨ 0 కావున 8 చే భాగించి అవధి తీసికొనిన 
‘MM M', 4 ౧ నెక = (11+ స [t, M, M+ 54] లేక 


రెక్స్‌ Mi,MAMJ+[Mt MAM] 
(ఓ M,M + కక్‌) 
క్‌ M'+tMAaM!] 


“అనగా ౫ రా ల అవుతుంది. 


A= 


-  M=pn+opb3|M=p (Ghb-—kt) + గ — op (on) + (op)! b 
= Mt=-—t+ (07+ (op!) b = —t + [bఅనుకొనుము. - 


MA” M|=ppt-09*.2+ రీ అవుతుంది కావున 






“(09+ op! b),ib, put -op'n + pb] p2 2 ల 2 
[t, pn + op*, put —op™n + pb] =p +(op® మె 

| R2విలువనుండి : 
| RR' = pp" + (op) (op) = RE = = ర్య! (07+(60 0) = ంక్టీ ఓ 


వ్ర Fetes 


| ణి up? ర so 
' లేక. ల క కం స లేక l1:%= థి dE కానక 
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ఉదా 38: వర్తుల కుండలిని యొక్క గోలీయ సూచికలు వృత్తములవుతాయని చూపండి... 
మొదటి పద్దతి ? 


వకము r=(860860, 23060, 60) > r!=(-~a sin 6, a cos 8, 0). 61 


46 1 
మి సా == = 1(అనుకొనుము) 
ds a2 + c2 జ 


t = (213 6, 2106056, q)= kn = Cap? య80, aie sin 0, 0) 

క మజ ఇడి మ= (యిక రక 60) = ఏ ఎగ 2 =(ఖక 6 ఈయిక 0, all) 

= — n= (cu cos 0, cu? sin 6, 0) = T=q2 

త్‌ ౮ స్పర్శరేఖల గోలీయ సూచిక సమీకరణము ౫ 1tix=-apsind, y= au cos 6 
z= ౮1 లేక ౫2 + 32 = అత, z= = ఈ అనువృత్తము అవుతుంది. 

(11) (ప్రధాన అభిలంబల గోళలీయ సూచిక సమీకరణము 1 =n : 
వి 2 = 005 6,3 =- షు 6, 2 =0 లేక x2 + y2= 1, 2 = 0 అనువృత్తము మరియు 

(111) ఉపాభిలంబరేఖల గోలీయ సూచిక సమీకరణము 
r=b=. x2 +3} = యిక 2 = ఇ అనువృత్తము అవుతాయి. | | 


రెండవ పద్దతి ః 


MR k a ల 
దత్త వకము వర్తుల కుండలిని కావున దా క tan a) అవుతుంది. కావున 


k= | లల 


కావున స్పర్శ'రేఖల గోళీయ సూచికలు వృత్తము లవుతాయి. 


| (kt! _ zk1)2 12 
క్ని =|1 MNP తో =1 


కావున (ప్రధాన ఆబిలంబరేఖ గోళీయ సూచికలు మరియు 


2122 . 
k > ప్‌ | యె 


$ ఉపాభిలంబరేఖల గోళీయ సూచికలు వ ఏత్తములు అవుతాయి. 
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221 Lancret సమీకరణముః 
వి, కొ, కృ ఒక వకము యొక్క ఓ ॥, b ల గోళలీయ సూచికల సచాపములయిన 


ds, 


వ 2, 7212 we 
ర స గ + 72) మరియు గా =? 
అవుతాయని చూపినాము. 
= (ds) = (ds)? + (ds)? 
దీనిని 22066 సమీకరణము అనియు [(ds, )2 + (d5,)2]"* ను వకము యొక్క తృతీయ 


వక్రత అని అంటాము. 


సూచన : విభిన్న వృకములకు ఒకే గోఖీయ సూచికలు ఉండే అవకాశము కూడ, వ్యవస్థితము. 
ఒకే సమతలములోని విభిన్న వ్యాసార్హములు, విభిన్నశేంద్రములు కలవృత్తములకు, - సహక్ష్మ 


స్టూపముల పై కలవర్తులకుండలినులకు ఈ ధర్మము వర్తిస్తుంది. 


el 


2.22 ఒక బిందువు వద్ద వక్రము యొక్క ఆకారము : 


6. 
న *ని (౫,౪,2) 


అంగీ" 





పటము -2.16 | 


| 


64 = అవకలన జ్యామితి . 








ఒక వ(క్రము యొక్క చలన బిందువు P యొక్క 'నిరూపకములు వ(క్రచాపము పాడవు ' 
సూచించే స్థిరబిందువు 0 వద్ద కల ఓ ఇ, 5 లచే సూచించిన ౫, ౪, 2 లను 5 వరకు 
వ్యక్తపరచవచ్చును. గ్‌ 
OP =ఏ, ప: (13, 2) అయిన 
OP=r=xt+yn+zb=x+yj+2k 
అవుతుంది. వక్ర సమీకరణము *=.౯(5) అయిన $=ర సామీష్యములో మెక్షారిన్‌ విస్తరం 
(ప్రకారము 
క కీ ., 
r(s) = r(o) + srt (0) + ri (0) +5 r (0); 
౯9) =t,r"' (క్ర) = ]మ 2 (9) = 12 t+k'n+ kth. 
అవుతాయి కావున! 5 =6 వద్ద 


Fr న. 
xt+ yn+ 2b=st+ $5 | Ok? t+k"n + kt) లేక 





.k2s5. _s2k ik ౩8 Le 
==5=కహ... y= 2 శ 6 శ పయన వళ వటట 


అవుతాయి. ఈ సమీకరణములను వక్రము యొక్క విధిత సమీకరణములు అంటాము, 
s=0 యొక్క సామీప్యములో చలన నిరూపక తలములపె ఈ వక్రము యెముక్క 


విక్లేపములు మొదటి పదములు మామే [వాసిన 


2 2 
| i సంస్పర్శకతలములో వ ఎప లేక 37 ప న 





ష్‌” 
ii) చాపకలనీయ తలములో X=52z= Et లేక Ean 
_5 a Re 
11) అభిలంబతలములో y = వ్‌ 2 Se కో = లి ఆవుతాయి. 


ఆవి పటములో ఈ | క్రింది: విధముగ గుర్తించబడుతాయి. 
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65 , 


Cli) 





et 


పటము 2.17. 


: 2.28 ఒక బిందువు సామీప్యములో t,n,b ల విస్తరణ: 
ఒక వ(క్రము 0 పె స్థిరబిందువు A, దీని యాద ఎచ్చిక స్థాన సదిశ 12) మరియు దీని 
.సామీష్యచిందువు P అయిన P వద్ద క ౯. విస్తరణ 


f(a + s) = f(a) + sf' (ఎర్త్‌ ఇక్‌ fr (a) +... - అవుతుంది. 


FB వద్ద స్ప రేఖ శ్చ విస్తరణకు fla) బదులు t ఆశలు: 


52 : : 
=t+st'+5 t'' ఖ్‌ శం! = + ఇయ +క్త్‌ Sn: నయ -1౮ ట్ర 


లక్‌ CS tek rere న... 


| అవుతుంది. (5* వరకు పదములు (వాయగు ' 


| ep 
66 అవకలన జ్యాషి; 


k2 s2 kk! క్రి | kl s2 
జ ఖం [1- డా మతా) ks + స 








[. + 0 + 2k17) — |» అవుతుంది. (1 
P వద్ద (ప్రధాన అభిలంబరేఖ n, అయితే 
52 
n =n+s (tb — kt) శరా (-kit-(2+k2) 21+ hb] 


శ్‌ [సే లంక (2 +k t-30kkl+m)n-t(+k2)b+71 hb} 








12 mae. 
= బృ=|- 5 - హో CML + బుక్‌. 


i | * 52 | కే 
+ 1 — (72 + k2) న్‌ (kk! + xt)) | n 


| tl s2 
+i zs + 


P వద్ద ఉపాభిలంబరేఖ b అయితే 





(2) 





+ (పీ - (12 + k2) a b అవుతుంథి. 


b =b+s-m) +క్త్‌ (kt — Pad) 


p 
లేము t+ 02 heen 
3 lek t+ 2rT+ బింల las 





s Tie 37. 2.1 ఈ 
లేకళ్ళ =| కహ + {kt + కళే) Slee] 57 - కీ 7 అట్టా (k2 7 + 73 _ 111) | r 


Ca 





క్రజి₹ై వర wel 
(1 నినా 3 )b అవుతుంది. ఉక) 


ఈ ఫలితాన్ని b, =t A కృ నుపయోగించి సరిచూడండి. 


ఉదా 39: ఒక వ[కముపై 0, PD లు సామీప్య బిందువులు, మాసము OFS ఏ అయిన ౦, P 


వద్ద గీసిన [పధాన అభిలంబరేఖల మదంకోకాను కహునొడణడి 
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0, P © వద్ద వ[కమునకు గన (ప్రధాన అభిలంబరేఖల దిక్‌ సంఖ్యలు వరుసగ 
(0, 1, 0), (— ks, 1, 7s) అవుతాయి కాఫ్టీన వాటీ స. 6 అయిన 


1452 (24+ | క 


= కేం 


ఏ] 


a 
=(1+ 92 (2 +k2)? =1 Pd oT మారుగు 


= 6=5 (12+ మేలి అవుతుంది. 


ఉదా 40: ఒక వ(క్రముపై s దూరములో కల బిందువుల వద్ద స్పర్శరేఖలు గీయబడిన వాటి 





"kes 
ఉమ్మడి లంబము d సుమారుగ యంత చూపండి. 


[2 

(Ss) దూరములో కల బిందువులు P,Q © పరామితులను వ గ తీసికొనిన నీటి 
స్థానసదిశలు r(0), ౯(3) ; ఈ బిందువుల వద్ద వ(క్రమునకు గీసిన యూనిట్‌ స్పర్శరేఖలు 
r' (0), కై (5) అవుతాయి. ఈ స్పర్శరేఖలకు ఉమ్మడి లంబము r' (59) Ar' (0) కు 
'సమాంతరముగ ఉంటుంది కావున 


[((9) — r(0)), r' (s), r' (0)] 
Ir'(s)ar' (0! క 


d=r'(s) ౧ 1౯! (0) పె PQ యొక్క విక్టేపము = 
కాని r(s) = =౫0) = + 1 +క్ట్‌ (—k2t+k'n + ktb) + 0(కీ) 
sh పంతు _ s2k2 t sts Oe 


r 0) =t=3 r'(s)Ar'(0)=s2. km kt 52 + 2sk) b 


= Ir"(s)-r' (0)! =[కో k2 2+ (k's? + 25k)2] = 25k [సుమారుగ]; 








52 k 2k NC ng 
Sree NE nd og: 5 ET | slr sfk2t కోకా 
(౪) =x(0), rts), r(0l=| sy. 32 “3 6 
| మ .2sk 





dE 
కావున = 
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ఉదా 41: ఒక వకముపె 5 దూరములో కల రెండు బిందువుల వద్ది గీయబడిన (పథాన 
అభిలంబరేఖల మధ్యకల అత్యల్ప దూరము 90 (p2 +62] 2 బ్రనియు. అది .వ్మకతోౌ 
వ్యాసార్దమును (2 : ౮ నిష్పత్తిలో విభజిస్తుందనియు చూపండి. 

(ఏ PO), ౧౮+ రణ) అనునవి r=r(5) అను వ[కముపైకల రెండు సామివ్యబిందువులు 


n,n +క్‌ఇ లు ఈ బిందువుల వద్ద వ(క్రమునకు గ్‌సిన (ప్రధాన అభిలంబరేఖలు అయిన 
[మ n, n + dn] 


వీటిమధ్యకల అల్పతమ దూరము = ర్‌= {ina(n+ dnl 


శ్ర 


లే 
2 =! 48 (65 చే భాగించి 8 0 గ తీసికొనిన) 
nan 
—k sea sl 
iat! ds =1tds (12 +k2)2 =p(p2+62)2 485 


చాపము పాడవు 5 కావున ర్‌= 90 (02+ (2 అవుతుంది. 
(i ౨, ల వద్ద వ(క్రమునకు గీయబడిన (ప్రధాన ఆభిలంబరేఖలు AP, BQ అయిన 
AP:R=r+}్నn;BQ:R=(r+8D+ pin +n) 
ఆవుతాయ్‌. AB = అల్బతమ దూరము = ఈ + (1-౫) 2 +pfn అయిన 
AB 1 AP, AB 1 BQ 
= న నం. [జా+లు-సు 3 + షు. 52 =0 డ 
= |-్మA=0;65s చే భాగించి అవధి తీసికొనిన (t+(u1-V)n+n)). n! = 0 
ఆ Azp;u(r+k})-k=0(.- nl=tb-—kt కావున) 


"irl 


P వద్ద వకతా కేందము C అయిన AB, PC ల నిష్పత్తి. 





PA PA yy kk: Kk k2 
AC PC-PA ౧-౬1 kL mk 
k Rr 
నిష్పత్తిలో విభజిస్తుంది. 


అవగా౦క: తమ = ౧ ; రో అవుతుంది. 
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పటము 2.18 


2.24 కేం దజము' - (ప్రతికేం[దజము క 

అంతరాళము లోని ఒక వక్రము C యొక్క (పతిబిందువు వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖ ఇంకొక 
వక్రము ౮, యొక్క ఏదో. ఒక బిందువు వద్ద అభిలంబరేఖ అగునట్లు C, ర, ల బిందువుల 
మధ్య అన్వేకానురూపత వ్యవస్థితమయిన ౦.ని ర, యొక్క కేరదజము ఆపేరు ను౮ 


యొక్క (ప్రతికేందజము అనియు అంటాము. 


2.24.1 ఇవ్వబడిన 'వక్రము యొక్క ప్రతికేంద్రజము : 
Cc యొక్క సమికరణము r= r(5), ర్వ యొక్క సమీకరణము 1, = 1 (క) అయిన 
C, పె న Pix, =r+ At 3 సూచింపబడుతుంది. 


t, =a 1 Ia +20 t+) స్ట = |b, 
కి, ds, సభ 


tt =03= 1+= 02 ౫+5=6 లేక గ= 6- 5 అవుతుంది. 


అనగ r 


sheet Ws )k 
=r 6-5 = t=(c-s ds, nm వా (6-9) 11 


౮ యొక్క ధనాత్మక దిశను ళ్నీ =. అగునట్లు తీసికొనవలెను. 


“శూ 
య “ధా 


70 “4 కు యషవ్లై అవకలన్ల జ్యామి!. ( 


(పతి కేందజము యొక్క వక్రత, విమోటనములు ః 


(యు 


_ | యా 
రకా ళా జవ) | =kn, 


zb — kt 
1 (z2+k2 


an 


db (ke! బె) (kt — ch) 
= Tn 


రీ - ఇ ౧2 
2 నన ననా నా న కురా నాకాక కా. అ 
1 2 + kk. e_ 52 అవుతుంది 


జై వ ఫలితములను 12 7= [8 t' న కూడ కనుగొనవచ్చును. 





యు డర 


పటము 2.19 


సూచన: 


(1) (పతికేందజము నల r,=r+(c-s9tOలో ఒక పరామితి (6) ఉన ఎదొ కా 


ఇవ $బడిన మ ఏక అనంత [00] ప్రతికేంద్రజములు ఉంటాయి. 


ఖే 
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(6-51 
(2) t, rere అవుతుంది కావున రెండు (పతికేందజముల అనురూప బిందువుల. 


1 
పద్ద గీయబడిన స్పర్శరేఖలు -సమాంతరము అవుతాయి. మరియు స్టీరదూరములో 
ఉంటాయి. : 

౮ పై స్థిరబిందువు P కి అనురూపముగ రెండు (పతికేంద్రజములు ౮, ర్మ లె 

)ందువులను తీసికొనిన 
లై (6-9) ti r,r,= (c-s9)t+r= మ్మ ఆాప్బా! = lc —cy1 


ఫరదూరము. అవుతుంది. 


2.24.2 వక్రము యొక్క కేందజము ః 

ఇంతకుముందు సాధించిన సమస్యకు ఇది విలోమ సమస్య. అంతరాళములోని వ[కము 
C (పతొకేందజము అగు వకము ఆనుC యొక్క కేందజము అంటాము. 

అంతరాళములోని వ[కము r= (5) అయిన దీని కేందజమునకు గీసిన స్పర్మరేఖలు ఈ: 
వకముసకు అభిలంబరేఖలు అవుతాయి, అనగ P(r) వద్ద గీసిన అభిలంబరేఖ PP, వృకము 
౮కు స్పర్శగరేఖ అవుతుంది. కావున P, బిందువు C యొక్క _అభిలంబతలములో 
ఉంటుంది." 


అనగ r,=r+ Ab +n; pes: వ్‌ లో ప్రమేయములు) అవుతుంది. 


ti మే =(1- pk) t+ (wu! — సభ n+ +1) b 


౮ యొక్క అభిలంబతలములో i ఉంటుంది కావున 


WM MN +HT ప 
H 


NM-M d + (గ్ర) es 
ద 7 రా EY. = cot = 7ds= i =. 


ళ్న = A(Ab + యు మరియు 1=p; (= A) 


= [rds= cot-1 (0 +a. 


| ₹d5 ను $ (5) అనుకొనిన 


7 mE అవకలన జ్యాషి 


=p cot [¢ (s)—-a] లేక 
p tan [¢.(s) +,c=3 —a 


అవుతుంది కావున వక్రము యొక్క కేందజ సమీకరణము 
I)=r+ మంటు [6 (5) + 0) b అవుతుంది. 


,సూచన : 


(1) వ(కము ౮ యొక్క కేంద్రజ సమీకరణము నుండి కేందజముపె కల బిందువు (A 


_. క) ఆ వ్మక్రము ౮ పె దాని అనురూప బిందువు ౨ యొక్క ధృవాక్షము (2.19 చూడం 


క ఉంటుందని గమనించవచ్చును. 
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(2) ఒక వృక్రము యొక్క “రెండు కేంద్రజములపై వక్రము యొక్క బిందువు P 
అనురూపబిందువులు గీ, కె.లను కలుపురేఖ P వద్ద స్థిరకోణము చేస్తుంది. '.పటము ' 
లోని' FP P-లేక పటము: 20 లోని AP, యొక్క వ nలో ఈ a 4 
కోణము చేస్తుంది కావున 1 
“a= యాయ = (9) + ర-(4(9౨+6ల0-ల్మ-ర6ర్య = స్థిరకోణము. 


అనగా ఈ కోణము థ (5) సె లేక P పె. ఆధారపడదు. 
కేందజము యొక్క వక్రతృ విమోటునములు ః 
కేంద్రజమూపె కల చలన బిందువు యొక్క స్టాననదిశ ౩ 


r,=r+pn-(ptanyb y= థీ (9) + ఉమ Cet '౯ 


i. 
= tt =p + pttan y) (n~tan yb) 


జ =r pt tan wy) sec ఇ ST 
కావున శ = మ cos ౪-- b sin y 
జా kr వ ణా Yy’ m || 


(పతి కేందజ వక్రము యొక్క ధనాత్మక దిశను ఇ = =t అగునట్లు తీసికొనవలెను. 
క = -- t కావున 
b, = t, గమ = bcosy+nsiny 


న క్‌ 1 
_ kt sin y — k- cos y అ sinvyt; 

= -1M లంక, ట్ట 
1, =-+కావున 


స 2. ~~ 
మనే sinycosY అవుతుంది. 
1 (kt sin y - kl cos y) అపు 


74 " . -అవకలనజ్యూమి. 


ఉదా 42: వర్తులకుండలివీకీ ప్రతికేంద్రజము సమతలవ(కము అవుతుంది. 


మొదటి వద్దతి ః 
MIR rn 
వర్తులకుండలినికి - = స్థిరరాశి 
 mkl.kl=0» 1=0 


కావున వర్తుల కుండలిని యొక్క (పతికేంద్రజము సమతల వక్రము అవుతుంది. 
రెండవ వదతి 8 
ద్‌ 
_ వర్తులకుండలినికి సమీకరణము 

r=(acos6, 2900, 2000 0) 

ఇధి శేవ్‌ = (-280, 20080, 200: s=aseca లేక 

క=౬06 sec a t=( in 0 cos 6, cos 9 cos 0, sin 0) 
. అవుతుంది కావున ఈ వక్రము యొక్క (పతికేందజము సమీకరణము 
r=r+(c-s)t x =a cos 0-(6--5) sin 0 cos 0, 


y=asin0+(e—s)cos 6 cosa, 





z=(a0tana+ (c- 5) sin 0) s =a60 పవతర 
కావున x=a(cos0 +6 sin 0) —csin 0 cos 6, 
y=a (sin 6-6 cos 0) + c cos 0 605 0, 2 = ౦ sin 0 (స్థిరరాణి) 
కావున వర్తులకుండలిని యొక్క (పతికేందజము (౪ -) సమతల వ(క్రము అవుతుంది 


మరియు ఈ తలము స్టూపాక్షమునకు లంబముగ ఉంటుంది. 


ఉదా 4కి: శరం కుండలినికి కేం దజము కనుగొనండి. 
- r= r(5) అను వ(క్రముయొక్క కేందజము = + ౧-౧ tan (4 (9) +clb 
క సూచింపబడుతుంది. 

9 కమునకు 


t= (— sin 0 cos 0, cos 0 cos 4. sin a). - 
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క Few 2 
= n= ( (00 a sin 69 cos“ a 0) 
| a a J 
= n=(-—cos6,-sin 6, 0) b=tAn= (sin 6 sin 0, —cos0 sin 6 cos a), 


చల 
ఉందా 6౬ _5ina cosa 


అవుతాయి కావున. కేంద్రజ వ[క్రము 
x=acos6—pcosO-—p tan (0 sin a+ c) sin 8 sin 0, 
y=asinO-—psin0+ptan(Osina+c)cos0 sina, 


z=a0tana+ptan(0sina+ ల c0s 0 లచే సూచింపబడుతుంది. 


ఉదా 44: [= (31, 32, 23) అను twi5ted ఘనవ(క్రమునకు (పతికేందజ సమీకరణములు 
(వాయండి. | 


r = (30, 3u2, 2u3) 


1 2 2u2 
l1_+—/ml t 6aul)z|——r rr చాన 
3 Tr == ou, bau; u) (వా 1+ 2? న. 


du NW. 
dx = కె గ ్‌ 212) అవుతుంది. 
2 s=3u+2u?. 

వ[కము యొక్క (ప్రతికేందజము 
క = 1 + (6-5 


అవుతుంది కానన కార్టీజియన్‌ నిరూపకములలో ఈ సమీకరణము 


| bs 3u-2u3) “ 2 (C-3u- 213) 2u 
“ee 1+2u2 fe తళ 1+202 

2 3g (C- 3u — 2u3) 2u2 . 

mr నను 
వ 1+22. 
we 3. 1-2౪? + 2 క శకి 
c+uu® -., 2యం-2ట శు 
లేక =m) Tra కంగా రల గ ద్రాయండుతుంది, 
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ఉదా 4ర్‌ : పె పె వక్రమునకు కేం్యద్రజము కనుగెనండీ. 


పె సమీకరణమును ఇంకను 5ద షా అవకలనము చేసిన. 


rp -[— 2 (1-21) త్ను 
"క (; (1 + 212) 3 (1+ 2u2) 3 (1 + 2023 
2 2u l1-2u2 2 


~ = 7 ఇల వై గ్‌ా 1+2u2’ 1 + 262 7} 


2u2 -—2u 1 టలు! లి 
వ అనా bor లా! వ అనాలా తాయి, 
గ్‌ + ల్లైడో 1+2u2? 1+ క) ష్‌ (1 + 2౬22 ee 
2 a1 
y= Jtds= rere 3(1 +2u2) du= v2 tan-! (V2u) 
కావున శేందజము సమీకరణము 


r=r+pn-ptanyb 





x=3u తట 202 —2u 3 (1 + 2u2)3 న 22 
mn : (| + 2) 2 IY Te 
= 3u2 + S(A+20 1-2? 1— 22 తట లలి wd 
॥ మ స (i + లూ 
క . 23 
z=2u3 + ds 20 మ 304202 





2 1+2u2 2 re 
Bs x=- 120 (1+u2)-—3u (1+ 202 tan (2 tan-1 Y2u) 
y= (1 +402 4 - రల) + 3u(l + 2u2) tan (2 జే /2w), 
z=(3u+ 14u3 క్‌ 125) 5 (1+ 2u2)2 tan (V2 tan-! V2 


గ (వాయబడుతుంది. 


2.25. బెర్టాండ్‌ వ(క్రములు $ 
ఆంతరాళములోని ఒక వ(కము ౮కి గీసిన ప్రధాన ఆభిలరబలఖతు ఇరికొక వకము C 
) కూడ ప్రధాన అభిలంబరేఖలయిన ఆ వ[కముల. బిందువుల మద్య అన్వేకానురూప 
ఫస్థితమవుతుంది. C, ను౦ ముక సంయుగ్మ (అః ) వ(క్రము, వ లే 


కము అని అంటాము. 
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ఒక వ(క్రము యొక్క ప్రధాన అభిలంబచేఖలు. . ఇంకొక వృకమునకు ప్రధాన 
అభిలంబదేఖలయిన | 
(1) ఆ వ్మకములపై కల అనురూపబిందువుల. మధ్య దూరము స్థిరము. 
(ii) అనురూపబిందువుల వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖల మద్య స్థిరకోణము ఉంటుంది. 
(iii). ఒక్కొక్క వ(క్రము యొక్క వక్రత, విమోటనములు రేఖీయ సమాసములుగ 
వ్యక్తపరచబడుతాయి. 
. వ్యక్రము ౮ పై బిందువు P(1) కు అనురూపముగ ౮ పె P, (1) బిందువు ఉండిన 
ఖా =r + an, (a= 2(5)) అవుతుంది. 
ద t, sy \= (1- జం €+ జీ ఇ + 2 చు. 
ఈ సమీకరణమునకు ॥ (= మ్య) తో అదిశ లబ్దము తీసికొనిన ఇ! =.0 అవుతుంది. అనగ '&' 
అనురూపబిందువుల మధ్య స్థిరదూరము ఉరటురద్‌: -—— (1) 


t, క! = (1-ak)t+atb;t. ళీ = cos 0 (6 స్పర్శరేఖల మధ్యకోణము) 


| | ౧16 
= ( sin 6) 6 =kn.t,+k,n,.ts,}=0(.: n=m= 7 =0 


అనగా వకముల అనురూపబిందువుల వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖల మధ్య స్థిరకోణము ఉంటుంది. 


—— (2) 





1 

న 
న ఓ 
సి + 
సీ 
gs 
an 
గ 
స్‌ 
క్‌ 
wy. 
3 
' 
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tbo ;t,,b, wn కు లంబములు కాన్తున ఒకే సమతలములో (చాపకలనియ్మ, 

సమతలములో) ఉంటాయి. t,t, © మధ్యకోణము న అయిన b, b, ల మధ్యకోణము కూడ 
అవుతుంది (పటము - 21 (11)) కావున 

b 2a | 

t,=tcosa+ యక P . 


? ds 
కాని else. 
= (asin Wk +(—acosou)7-sina=0—(3) అవుతుంది. 


ఉదా 46: Manunhein సిద్దాంతము £ 


౧౮9 C)P పె కాని C పై కాని న కంక. 


- 510 0 ds 


(1) వృక్షము విమోటనము =7= లన 


—-sina ds 


కావున ఈ వృక్షముల విమోటనములు ఒకే గుర్తు కలిగి ఉంటాయి. 


_ a 


UT కా (స్థిరరాశి) 





ABIBC | 
(11) ఒక సరళరేఖపె కల (4) బిందువులు షీ B, C, లకు నా ADIDC ని నృజనివక్తి 


అఆంబాము. దీనిని (ABCD) చే సూచిస్తాము. 


టీ 


PCICP, _ .PC.P,C, Ipn| py nk క 


PC,1IC, E, లేక వం. క్‌ గ్ర = lr en lr—r FP n| గకనుతంరిః | 


@P, P,,C, C© స్లానవదిశలు 1, T,,T+pn,r, +02 అవుతాయి) 
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PCIE ap ae క మాం 


ఇది P, P] లపె ఆధారపడిలేదు కావున అన్ని అనురూవీబిందువుల వద్ద వజనిష్పత్తి ఒకరే 


ఉంటుంది. 


2.25. వక్రముల మౌలిక సిద్దాంతము ః 

5 యొక్క ధనాత్మక వాస్తవ విలువలకు రెండు ఏకమూల్య అవిచ్చిన్న (పమేయములు 
kJ), t(s) లు ఇవ్వబడిన వాటికి అనురూపముగ అంతరాళములో ఒకే ఒక వకము 
వ్యవస్థితమవుతుంది. దీని వక్రత 1% విమోటనము ₹ అవుతాయి. ఈ వ్మక్రము చాపము 
(తగుబిందువునుండి) 5 అవుతుంది. అయితే అంతరాళములో ఈ వ్మకము యొక్క స్థానము 


మారవచు ను. 


| అ 17 లు 5 యొక్క అవిచ్చిన్న (పమేయములు కావున 
=kB, 7s <b = tr - ka, 1 = -ఖి _ -— (1) 
'అను అవకలన సమీకరణములకు సాధనము వ్యవస్థితమవుతుంది. 

అవకలన సమీకరణ శాస్త్రములో సమీకరణముల సాధనమునకు సంబంధించి ప్రాథమిక 
ద్దాంతము - _ అ =f, (x, Yy1»Y9 - Ys le lL2S5 ie n అను సమీకరణములు ఒక 
 అంతరాళములో శ, అవిచ్చిన్నము మరియు ఏకమూల్యములు, Lipschize నియమము 
. పాటింపబడిన (ఈ సందర ములో పౌటీంపబడుతుంది) సాధనముల కుత పోకెకము - 
గురించి తెలిసికున్నాము. అనగ ౫=౪ వద్ద 3°, రి == ర. అగు సాదనము 
వ్యవస్థితమవుతుంది. కావున పె అవకలన సమీకరణములు (1) కు 3 అవిచ్చిన్న సాదనములు 
.ఏకెక రీతిల్‌' a,(s), B(s), (5) గ ఉంటాయి. వ=ర్బ్ఫొ వద్ద ఇవి 1,0,0 అవుతాయి. అపై 
dp (కృ) = 0, B, (క) = = 1 గ (5 క 0; ; బ్య =; రి (కృ) = 0,గ్య (కృ) = 11 


ఏకెక రీతిలో అవుతాయి. 


Sh. 3 అవకలన జ్యామిళి 


ఇప్పుడు 
(02+ B2 + 2)! = 2 (a0? + స 2 (౫0 + By - kaB — os 
= 02+ [2 += స్టీరరాకి నస, | శ 
౨ ర2+ 2 ౧౧2 = 1, (= 1,2, 8(తాలినియమములనుండి), 
(ayy +B కీ + సు! = (0 0" +B, By" + గ ఖే + (ato, + Bo+h y)=0 
= (oy By +7, Y,—kB, 0,1, By) + (ka, B, +78, h kB, 0-mB)= 0 
 కెరయుయ్య+ B, గీ + గ్య గ = స్టిరరాశి =0 (తాలినియమములనుండి): 
అమె ఇతర సమీకరణములు కనుగొనవచ్చును. 
(yay +ByBy +1170, 030 +క్కి క్ని +540. 
a Bn 
ఈ ఫలితములనుండి A = | B్క Yo లంబమాతిక్ష కప 
| య్య గి ౯ | .. 
ఇ AA=ATA=I లేక శక్‌ = కర్న. 
కావున పై సమీకరణములను పోలిన (6) సమీకరణములు వస్తాయి. "అవి ' 
౦2 + ౦2+ 12=1,B B,2= కే ఖత ర్య 2, ¥,2= 1; 


oP, +oBy+0 B,=0, 3, B ih +h, Yo + By Y= oto ta p+ = 0. 


వీటినుండి t = (య్య య, 0 ).n = (B,, గ, గి, b = శో Yo» గ్య) లంబసదిశా. "త్రికము 


బం తుం. వీటి విఘబనములన్నియు s యొక్క. ప్రమేయములు కావున ఆ/(₹ ఇ b) 


త్రికములుంటాయి. 


ఓని 8 దృష్ట్వా మాకలవము చేసి 


r= J ఓడి) 
క్‌ 
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ఒక 'వక్రమును సూచిస్తుంది. దీనికి t స్పర్శనేఖ మామే కాక (1) నుండి (ఓ n,b) లంబ 
దిశా త్రికము, k, ₹లుజ వ[కము యొక్క వక్రత, విమోటనములు అవుతారా! అనగా నిర్దిష్ట 


క క్రము వ్యవస్థితము అని అర్ధము. — శి 


పైకము 1. 
వీలెనచో నిర్దిష్ట వక్షములు గ వక్రత, శ.విమోటనము కలవి) రెండు 
r=r, (5s); 5 r= (s) 
కలవనుకుందాము. ' ధ క చలనము వలన వీటి తొలి బిందువులను తద్వారా తొలిబిందువు : వద్ద 


కల t;n, b త్రికమును ఏకిభవించునట్లు పరయా 


అనగా $= 0 వద్ద 
t,=t,n, =n, bj= =b 
అవుతాయి. శో 


స్రినేట్‌ సూ(త్రముల ప్రకారము క వద్ద 
(t,. ty + మ. ౨ క by) = వళ్ళ, (౬ gn) + కన్నె. క్త శె (tb టాక లి 
అమ్మి (ryb—¥k,t)-b;.t, zn 2h భె 

k= జా జ 
కావున RHS = 0 అవుతుంది. 


= t. ty+an,. my +by.b జస్టీరరాణి, 
౫౫0౦ వద్ద ఈ రాశి 8 అవుతుంది. ₹,॥,b లు యూనిట్‌ సదిశలు మరియు వొటీ అదిశ 
లజ్రముల మొత్తము (అంతర్గజ్దము) కి కొవున 
b: f=. మె 5 = |; hala hey మ్మ = మ్మ b= by 


| రజక ఆ ¥ టా! 20౫ వ్య =క = 6 (రరరాణి). 






తొలి నియమము ౫, (0) జ క్మ (0) ఇ 620 
అనగ 8 తస. అన్ని విలువలకు క కన్న అవుతుంది, కావున వతు మై ప్లైకము. 


82 అపకలన బాష? 


ల. 


తాలి బిందువులను, సదిశ్యాత్రికములను వకీభవిపచేయుట వలన వక్రముల స్టా . 
Orientation మా|తమే మారినవి వ(క్రముల ధర్మములు మారలేదు. న 


థీ : 
2.26. సర్వసమాన వ|క్రములు £ ' 


"రెండు వ్యక్రములను ధృఢ చలనము వలన ఏకీభవింపచేసిన అవి సర్వసమాన వక . 


అవుతాయి. 


అంతర్హీన (సహజ) సమీకరణములు ః 
ఒక వ్యక్రము యొక్క సమీకరణములు ఆ వక్రముయొక్క వక్రత, విమోలునమ్మ 

గ 

వ(కచాప (పమేయములుగ వ్యక్త పరచిన అవి అంతర్లీన సమీకరణములు అవుతాయి. ' 


వక్రమురి మౌలిక సిద్ధాంతమును ఒకే సహజ సమీకరణములు కల వృక్షములు సర్వసష్ష. 





వకములవుతాయని కూడ చెప్పవచు సను. : 





| 52 + 

ఉదా 47:p=౮= 5 వే స్వాభావిక సమీకరణములుగా కల వను నిర్దారించుము.. . 
వ్‌ 

_ద్రాథమికముగ శ = 1 (స్టిరరాశి) కావున వృక్రము కుండలిని అవుతుంది, = 
యొక్క జనకరేఖతో ఇ కోణము చేస్తుంది. అయితే వివరముగ పరిశీలిస్తే € = (౫1, 2 


జనకరేఖ 2 -- అక్షము అనుకుంకె 





టు 
ir Fa 
2 ya 
t= tl =13 22+ 32 మే gee mt] య 
ల 7} on ope మ! 2, 
"0 | 

=| sin 2 cos థి) (46 ష్ట్ర = 3,0) . 
క్‌ | wm ) ' ప్‌? ఆలో 42 reels 


ప సను అ 


క 
క్ష న tan!3 లేక tn¢= = ర అవుతుంది. 


స 15 y భారతా. 
ర. Y2 మయి 9 re = 


mm xl= 


a 
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= ర = 2 609 = 


2 


మాతావ(క్రము ఆధారముగా కల సూపముపై కుండలిని దత్త వకము అవుతుంది. 


ఉదా 48 : = &2లే 005%, = ae sin u, 2 = లేకి వ[కమునకు సహజ సమీకరణములు 


(వ్రాయండి. 
r = (aef cos u, ae* sin u, bef) > r' =t 
= [ae* (cos u— sin లు ut, ae (sin u + cos u., ul be* ul] 
ds _ 402 12 2 1,512 
7 =e (222 + పసల 3 9 = (222 + bD12 ef ; 


అశ (యకం మానం a(sinu + cos లు b 
(Q2a2+b2)12 * (2a2+b212. ” (292 + ఛా) 


అ kn-(-2sinu + cosu) a (cosu—sinu) ్య 
క eో(2a2+b2) ’ ఆత (242+00 0) 


/2 a — (sin u + cos u) (cos u — sin u)” 
=m k= Tg rps రల Emm 0 |; 
e* (222 + b2) /2 న సల 


(sin ల -- cos u) = b (sin u +.cos u) 2a ) 


b=t an= లా. 
హై ర లా 


_/b(sin u + cos ఇ) = (605 ఇ- sin u) 
(2 (2022 +05ఐటత' V2@a2+b2)e* ) 
కావున 1=్ఞగ్థ్మక ల ఆనుతుంది. 
ఈ వ(కము యొక్క సహాజ సమీకరణములు' 
22 ౧ _b. 


2.27 సహజ సమీకరణముల సాధన - విస్త ఎత? పద్దతి ౯ 


- k(s), xs) లు శ తరగతి కొసి 'అంతకు ఎక్కువ తరం. క చెందిన 


అవకలన జా 


ds de kp Us ko, 41 =-ఖీ నా 


లనుండి గ, 7 లను తొలగించి ఇ లో3- వ పరిమాణపు అవకలన సమీక్షరణమును : 


వచ్చును. అయితే దీని సాధనము 
124 ర జ Ga+iB(a-iBP=dt+pli-y యు. 


అను 110626 సమీకరణమును. సాధించటగ మారుతుంది. 














1-y a-iB’z 1-Y a +i = (2) 
లం 





సంయుగ్మ సంకీర్ణ (ప్రమేయాలు అవుతాయి 
జ iss స Ss se) 
WwW — Zz X-2Z W-—-2 


సమీకరణము (2) ను 9 దృష్ట్వా అవకలనము చేసి (డీ) ను ఉపయోగించిన 


ర్‌ క్షయ ఖై _kp-—ika + iry+ wiB 
ds —Y రా pet కేల ల 


—ikw + ait ట్య న లట! 
(8) సమీకరణము నుండి 


జ ; Re సన 
li 2 pitt tm) —(5) 


(4), (5) లనుండి 0 ను తొలగించిన 


dw mr iw? 
ds జర iw + rE . తాక (6) 


ఇదే విధముగ షై ని కూడ వ్యక్త పరచవచ్చును. 
నల కరంతన (6) సు Ricoat! సమీకరణము కా 
W; కై జ క్‌ =ఉ + B+ య; A మేక జ = 11 = (7) 


అను P1081 సమీకరణమునకు సొథనములు అవుతాయి. 
దీని సాధారణ సొధనము 
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P + | 
f= ఆః a (a యాదృచ్చి స్టీరాంకము, వి ౦ గె వ్‌ లు చాపము (8) యొక్క 





(పమేయములు) అవుతుంది. 


నిరూపకముల నిర్దారణ ః | 
“4, b;,%,,(i=1,2,3) లను కనుగొనుటకు ళ, కలిగిన మూడు సమాకలనులు 
(యాదృచ్చిక స్థిరాంకము ఇ, తో), 2, కలిగిన మూడు సమాకలనులు (యాద ఎచ్చిక స్టిరాంకము 
1 1 డు 
b, తో) మనకు అందుబాటులో ఉండాలి. 


1-—w.z యళ 2 Ww. +2 


స్తు త 3 i 1 iE 1 1 
1 అ amps షు శే ii పాప 
Ww, ర్మ WwW, z, 1 WwW, Zz, 


మొదలగునవి. ఈ (9) (పమేయములు య B,, / లు అభిలంబ ప 

gq 02 +42 = 1, oo, +B, B +44,=0(z), 1, 2, 3) 
పాటించును. వీటిలో మొదటి (3) సమీకరణములు స పతహాగ పు తారే 
(సమీకరణము 2) మిగిలిన (3) సమీకరణములను పాటించునట్టు &,, b, లను తీసికుంటాము. 
వేరేవిధాలుగ ఓ, b, లను తీసికొనవచ్చు వక్రములు ఈ విధముగ వచ్చు వకములకు 
సర్వసమానమవుతాయి. 


Oy 09 + B, By +h Y= 03 (1- wy z) (1- Wo 2) + (౪౧ + z,) (Wo. + జె) 


=(l+wz)Al+w2) 
| ఇ 1 
మ RW) TWIT) =W ద్య + ర్యా క్ని TW] Wo + హ్‌ 


సమీకరణము (8) నుండి ళా గర 3 2 


1౪ క్క ల విలువలను ఇ, జి ;b,, ర లనుపయోగించి పై 


సమీకరణములో |వాసిన ఈ స్టీరాంకముల మధ్యకూడ ఇటువంటి సంబంధము 
9 (క్కి ర్క క జ్యే) = కి బ్బ + జె రి +a + bb, 
.2(qb+ab)=a5b,+a, b +౭8 + b,b, 


2 (2b, +2 b) = a,b +a b;+a,b,+bh,b;. — (9న్యవస్టితమవుతుంది. 


సి అవకలన జ్యూ! 


2, b. అను (6) చలనరాశులు కలిగిన ఈ (3) సమీకరణముల సాధనము వృక్షము యొ 
3 1 . 
నిరూపకములను సూచిస్తుంది. ఒక సాధారణ సాధనము 
: =~ =-— 1 =0 తుంది. 
మ్న్‌ కే దివ పేరి =% b= lL b i, be అవు 


P+Q 
R+5§ 





కావున Ww, అ 


ఇట్ల Wa, Wy 2,2 లి జ్యా లు (వాయవచ్చును. 





Iw (2-67 - (62-52 
= 7 “272PES-QD 


_.[P2— R2) + (Q2_ 52] 
ర = తరగ 


RS — PQ 
య్య POR అవుతాయి. _ —(1l0 
§ స్త్‌ వ్‌ | 
వృక్రము ఇ= |0ds,y=|ads,z=|a. ds — (11) 
లచే సూచింపబడుతుంది, దీని వక్రత 1:9), విమోటనము 7(5) అవుతుంది. 
సూచన : స్టసముదై గీసిన కుండలినికి శ = 6 అవుతుంది కావున 
df 
గ = డా గ్ర + 2f-f2) 
అవుతుంది. దీని ప్రత్యేక సమాకలనులు £ీ- 20£_ 1 = 0 యొక్క మూలములు అనగ 
క్‌ఐ 6క1/0 + 1 =క్మి ళీ అవుతాయి కావున 
(కు (బు జలము ట్య 
It a 
ఇచట 6 =F Prb అష Q=-_f,R-= ff, S=_1 
| 
అవుతాయి కావున వ్మకము X= reg ,Jcostds 


Cc | “నవ్‌ 
నాకు ds, 2 గా లచే సూచింపబడుతుంది. 
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అధ్యాయము 2 పై సమస్యలు 


1... (34.94, 2ట) చే సూచింపబడు వ(క్రమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ ౫ =2-౫=౦ తో 


2. 


కోణము చేస్తుందని చూపండి. 
var Fee ie ts 1 అను ఏకనాభీయ శాంకవజముల ఛేధన వ|కమునకు 


(4=0,1= 1 లకు) సృ రృరేఖా సమీకరణములు 
x(X — x) | y (Y — y): _ 2 (2-2) 
a2 02 -౦2) (a2 - 1) “b2(c2— a2) (b2- 1) 02 (a2 — b2) (62 _ గ్య) 


అని చూపండి, 


రెండు వక్రముల మధ్య స్పర్శ ః 


తె. 


lx+my+nz=0,x2+y2 + 22 = 202. అను వృత్తమునకు 2x? + by2 = 22 అను. 


పరావలయముతో మూలబిందువు వద్ద 2వ పరిమాణపు స్పర్శ వ్యవస్థితమని చూపండి. 


(u cos 6, u sin 6, 691026) కు (1, 9) వద్ద' గీయబడిన నతిపరివర్తన 


Gnflexional( '2.- వ పరిమాణపు స్పర్శ కల స్పర్శరేఖలు) స్పర్శురేఖిలను కనుగొని 
అవి లంబములయిన (1, 6) యొక్క బిందు పధము కనుగొనండి. 
జక + క +x2—y2-—-22+2y2z2-—-3xy -2y+22=1 అను ఉపరితలము పె 
(0, 0, 1) వద్ద 3 - వ పరిమాణపు స్పర్శ కలిగిన సరళరేఖలు కనుగొనండి. 
మూలబిందువు వద్ద (౯ - 1, ్ట - 1, t2- 1) వక్రముతో 2 - వ పరిమాణపు స్పర్శకలిగిన 


సమతలము 3౫ - 8” + 62 = 0 అనిచూపండి. 


జలా + ముం? + by? = 22 అను పరావలయజముతో (tి - 22 + 1, t3 - 1, 26+ 1) 


వ|కమునకు గరిష్ట పరిమాణపు స్పర్శ ఉండిన 2, b, లను, పరిమాణమును కనుగొనండి. 


. y2=శలః అను ఉపరితలముపై గీయబడిన నతిపరివర్తన స్పర్శరేఖిలు కనుగొనండి. 
- సంస్పృ రకత అము, 


(a 005 0, a sin6, 66) పె 6 వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


_ xcos0-ysina + = 26 అనిచూపండి. 


(౪, ఇడి ఇత). యొక్క సంస్పర్శక తల సమీకరణము వ్రాసి, వుక్రముపె ఏవెన (: 


గీసిన wea అవుతుంది. 


ప =. a-t | 
eX = గ అ ద = అను వ్మకము జ + by +cz=0 అన 
_ సమతలముతో ఉంటుందని చూపండి. 


గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 2 (ద్నారి- 27 - జీ) = 22 గ్ర" 22,8 - bi 


_ మూలబిందువు ద్వారాపోయిన ఆ బిందువులు 3 [మేటి = [rad] అను సమతలములో 


( స్ట 
ఆపకలన ల 


ఒక సమతల వక్రము యొక్క సంస్పర్శకతలము ఆ వ([క్రమును. కలిగి ఉంటుం! 
చూపండి. 








బిందువుల వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతఅములు ఆ బిందువుల ద్వారపోవు సమతలము/ 
ఖండించుకుంటాయని చూపండి. 


(324), 3bu?, cu?) నకు = వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 
1 


i mn ee | 
స న ఇ 1 అని చూపీ ఈ వ(క్రమునకు గీసిన స్పర్శరేఖిలు ఈ సమతలము 
(a(2u+1,bu (u+2), ౪2) పె ఇండించుకుంటాయేని చూపండి. ; 
ఒక వ(కముపె P, ఇ లు రెండు సామీప్యబిందువులు, PT అనునది P వద్ద గీ 


స్పర్శరేఖ అయిన QP అయినపుడు సమతలము PQT ఆ వ(కమునకు P వ 


౫2 + 22 = 222 + 22 = 2 అను స్టూపముల చేదన వకమునకు (x, yy, 21) వ 


అని చూపండి. 


mT ie 
PPT కశ 

గ్‌ a కంటక 

ఎటట. చక జరం నుడ! వడా. వడావమినులందిడాణాణనోరిటేకునాజిదీ SESE 


ఒక వృక్రమునకు గీసిన సంస్పర్శకతలము స్థీరబిందువు ద్వార పోయిన ఆ ba 
సమతల వృకము అవుతుందని చూపి ౫2 +౪2 + 22 = ఇతి 2 (06 + ఫో + 2%) = డేరి 


ఛేదన వక్రము '&' వ్యాసార్ధము కల వృత్తమవుతుందని చూపండి. 


మదడు... జానంతి సటసేపీటెీ 


fr = at + 3bt2 + 3et+ 9వ) బిందువుల వద్ద గీసిన సంస్పర్శక తలములు 


అమల లీపు! 


fa grea seantt, Soin: 


ఉంటాయని చూపండి. ' 


డాతలాయాందనిశి తుంది డ తదుపర 
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18. 


మూడు ఏకనాభీయ శాంకవజములు 
జ y2 52 
ర్దె + +5 

as+A Cf+A C<+A 








=1(A=0,్మA, టు, (x, Y1» z,) వద్ద ఖండించుకొనిన 


ఈ బింధువు' వద్ద ఓీ= 0౫ ల ఖండన వకమునకు గీయబడిన సంస్పర్శకతల 


_ సమీకరణము 


19: 


20. 


21. 


ఫెనెట్‌ 


22. 


29. 
'24., 


25. 


26. 


xx, (a+ YW (b2 + (౮ zz, (c2 + 1) 
అనా. రై అదన ద. దరద దాలు. ఇ 
22(22 +) 0200240) ప c2 (c2 +) heres: 


(a cos 6; a sin 6, 66) అనుకుండలిని యొక్క లకు సమాంతరముగ 
మూలబిందువు నుండి గీయబడిన రేఖలు 22 (౫? + ౪2) అనుశంకువుపె ఉంటాయని 
చూపండి. 

(asint acost, atandt 8 గీయబడిన (1) (పధాన - అభిలంబరేఖలు, 
(11) ఉపాభిలంబరేఖలు 2 అక్షముతో స్థరకోణము చేస్తాయని చూపండి. 

(4a 60053 0, 4a sin? 6, 3c cos 29) అను వ[కమునకు గీయబడిన (1) స్పర్శరేఖ, 
(11) ప్రధాన అభిలంబరేఖ, (111) ఉపాభిలంబరేఖ, (17) సంస్పర్శక తలముల 


కనుగొనండి. 


ఇనా సెరెట్‌ సూత్రములు & 
(i) Ltt tH tM) = k3 (krl— kl 7), (11) Fb bH b= శే (klr— kt) అని 
చూపండి. 


ఒక వ(క్రము సరళరేఖ అగుబకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము k= 0 అని చూపండి. 


₹ =౯(8) వక్రమునకు స్థిరవిమోటనము ఉండిన r = +] 1069 కు స్టిరవక్రత 
ఉంటుంది. 

r = ౫5) అనువ్మకము & వ[క్రతకలకుండలిని అయిన r = pt - | nds కూడ కుండలిని 
అవుతుందని చూపండి. 

ఒక వకమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖలు స్టిరదిశతో 6, థ కోణములు చేసిన 


sin0 do kk 
sino dg 7 
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27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


అవకలన జ్యామితి 


ఒక వ(క్రమునకు గీసిన (ప్రధాన అభిలంబరేఖిలు . ఇంకొక వ(క్రమునకు ఉపాభిలంబ 


రేఖలయిన జ్ర శ్రీ = సీరరాశి అని చూపండి. 


k2- ! 


స్థిరవిమయోటబనము కల వ కమునకు గీసిన అపాలిలంది రం 2 వ[కమునుండి (6) 


దూరములో ఒక బిందువు P కలదు. P చలన బిందువుగా కల వ(క్రమునకు గీసిన 
సే 
ct 


ఉపాభిలంబరేఖి దత్తవకము యొక్క ఉవాభిలంబరేఖతో tan-! k c+ Die 
కోణము చేస్తుంది. 


ఒక వృక్రము పై పె చలించు కణము వేగము ఇ, త్వరణము £ అయిన ఆ వ[కము యొక్క 
1౪4 ఖీ! 

వక్రత FE అని చూపండి. 

మూలబిందువు ద బ్యా t,n,b ల (భామకాలు య, mM, య్య అయిన 

m, = km, య" =b-km j+Tm, mM =-n- య అని చూపండి. 

(a cos 6, a sin 6, 8) ఒక సమతలీయ వుక్రమును సూచించిన f(9) ను 

కనుగొనండి. 

ఒక వక్రము యొక్క చలన బిందువు 

dr ad d 

a | చ (౧ | (= ఇ) +E Pra 

అను అవకలన సమీకరణమును సంతృప్తి పరుస్తుందని చూపండి. 

(1) స్పర్శరేఖలు (2) సమాంతరమయిన, (10) స్టిరబిందువు ద్వారా పోయిన వృక్షము 

సరళరేఖ అని (11 సంస్పర్శకల తలములు (2) 'స్థరబిరదువు ద్వారాపోయిన, 

(b) పరస్పరము సమాంతరము అయిన వృకము సమతలవకము అవుతుందని 

చూపండీ. 

4 కంటె ఎక్కువ తరగతి వక్రముల బిందువులు 


6కే el a k మ ఖం ననన బలాయ న. 


ol. ae 
+k (ల హిల్‌ న కతా చూపండి. 
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85. 


36. 


37. 


38. 


39. 


"40. 





ఒక వకమునకు ఒక బిందువు వద్ద గీసిన ఉపాభిలంబరేఖ, రెండు సామీష్యబిందువుల 
వద్ద వ(క్రమునకు గీసిన స్పర్శరేఖల అల్పతమ దూరము యొక్క అవధిరూపము. 
ఒక వ్మకము సతలీయము అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము [4 t' €)=0. 
Combescure పరివర్తనము ః రెండు వక్రముల బిందువుల మధ్య అన్వేక అనురూపత 
వ్యవస్థితము మరియు అనురూప బిందువుల వద్ద గీసిన స్పర్శారేఖలు నమాంతరము - 


అయిన (1) ప్రధాన లంబరేఖలు (తద్వార ఉపాభిలంబదేఇఖలు) సమాంతరము అనియు, 


గ 

Co) 
సము 
mn 


(ii) Man = అనియు చూపండి. 

ఒక వ[కముపె P వద్ద గీసిన స్పర్శరేఖ t వెంబడి PQ = ౮ అగునబ్లు Q గుర్తింపబడిన P 
వద్ద గీసిన సంస్పర్శకతలమునకు + సమాంతరము అని చూపి 9 బిందుపధము సరళరేఖ 
అగుటకు నియమము కనుగొనండి. = 
(్ర వెశ్లేషిక పద్దతితో,. (11) ఇతర[తా అభిలంబ పరివర్తనలో వక్రత, విమోటబనములు 
నిశ్చరములని చూపండి. 


(a cos 2, a sin 2t, 2a sin t) వ(కమునకు గీసిన సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


(sin t + sin 2t cos ఇ) ౫-2 605 ty + 22 = 3asint అనియు 


a = (5 sec t + 3 cos -1అనియు చూపండి. 


ఒక. వక్రమునకు గీయబడిన (1) (ప్రధాన అభిలంబరేఖపె, (11) ఉపాభిలంబరేఇపై 
బిందువునుండీ 6 దూరములో P పండక దాని బిందుపధ వ| కము యొక్క వక్రత 
క, వరుసగ 
(i) k2 a a తం + c2 72]3 = [022 ౪6 - లం)2 [62౭ + (1 - తలప 

+ c2 [ల ca k-th] చే 
(i) k,2 (1+ యి ₹2)3 ళీ (1+ ఆల) 


ke 021422 చే సూచించబడుతుందని చూపండి. 
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42. ఈ (కంది వ[కములకు వ[కత, విమోటనములు కనుగొనండి. 


9 జ! 
| 605406 sin 6605 0 
i) (acos6,asind,atana 69) rT నానా 


ii) (a(Su-u3), 3au?, a(Gu+u3)) జ. =7జా (1 + u2)-?2 


acosec2u 6 60560 2u 


iii} (4a 005 ఇ, 4a sin® ఇ, 3c cos 24)” 2. ——————~ నాన 
) ' 6 (a2 + 62)’ 6 (a2 + (2) 


iv; (96 3t2, 3t3) జ. [= ltl = (1 + 2t2)2 
v) {a cos 2t, a sin 2t, 2a sin t) 
1 


(5 + 3 6052 ఏ 3 | 
_ 22(1+ 0052 ధో a(5 sect + 3 cos t) 


vi) avbH,a(l+39,avbD జ. ఒక్కొకటి జే (+ 31-2 





vii) (2406 a? log t, b2 t2) జ. ఒక్కొకటి 2206 (a2 + 202 + 2 
భట న 3u6 
rg జ. TT: 
ix) (es, అ, y2u) జ.k=-ltl=4v2 cosh? u 
x) iatu-sinu,a{l-cos w, bu) జ. వక్రత a (b2 + 422 sin! u)12 


3/2 
(5 + 4a? sin? 3) 
2 
x1) {acos6, asin 6, a cos 26), 6 = 7 వద్ద 
© 


“3 6 
a{l + 4a2)%2’ ద్వ 


[2 





x11; iatan 6, acot 8, a 2 log tan 0) జ. 1 = గా తరి 


xiii: 28 కే ర+ 01 + 20 4at) జ. (Say (1 — t2-12: 


fos: Cf u Re: : 
XIvi 2a cos? — క. u సె 
| 5; 2a sin 7 cos 3; 2a దే). 


అంతరాళంలోని వ[కాలు 93 


జ, 


xv) 


xvi) 


xvii) 


xvi11) 


Xix) 


xx) 


లేడి 
(5 + 3 003 z) 8 08 
ఇ ాతి/్తి 
241 + 6092 z) 'a (5 + 8 6094 z) 


(a cos u sech u, a sin u sech u, au—atan hu): . 


2 
. — sechu, సిరరాగి 
a థి 


(a0 cos 8, u f zin 60, ab 0) 
[41 +52 + 02) 2 2 + 02)1/2 b (62 + 6) 

a (1+ b2 + 92)%2 'al4(1+b2? +602) + 02 (b2 + 02) 
(acos h t, a sin ht, bt) 


a2 (a2 + b2 cosh 2t) b 


(a2 cosh 2t + b2)3 ’ a2 + 02609126 


(x, f(x), 8౮0) 
(f g"—g'f"')2+ pa 2g"2 ge g ps i 
డై శి శి J 1 p22 22 
(1+£2+22) (fg -gf)2+f "+g 


a (522 + 1222022 6 (a2 - 22)¥2 
‘(582 - 482)2 ? (522 + 1222) 
ఎ ఎ 8+ 502 + 912 6 + 62 

x 2(2+ 023/2 '1(8+ 562 + 64) 


26 = ఇర ం2 లె =డూ. జ, 


x2 +y2=z2%z=atan 


వ x2+2+2=3,xytyz+2x=1l అ వేదన వ(క్రము 2/3 వ్యానొర్థ్హముగా కథ ' 


వృత్తము అవుతుంది. 


ఓ, ఒక వశ్రము వర్తులకుండలిని అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాష్తనియమము [t! t1 tH) అనీ 
చూపండీ, 

, గోళము కుండలిని యొక్క విక్లేసము అక్షమునకు అంజముగా కఠ సమతళమువె 
Bpieyelold యొక్క దాపమని చూపఆజీ: 


|, వర్తుంకుండలినికి గీసిన సంస్పర్శక తఅములు ఆవ్మకముతై లేనీ స్ట్రీఠటింజుకు 


ద్వారపోయిన వాటీ స్పళ్శదిండువుతు ఒక సమతఅములతో ఉంటాయని, ఈ ధర్మము 
కరే = ౮4% = 648 ను సంతృష్తీపఠచు అన్ని వ(క్రముఆకు వక్తిస్తుకటనీ చూప 6డీ. 


శే 


శ 
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వంన bh ర్భకవ త్తము శ్‌ 
శ, ఒక వ[కమునకు గీసిన (ప్రధాన అభిలంబరేఖ వక్రతా కేందముల బిందుపధము; 
వ(కత స్థిరమగు బిందువుల వద్ద లంబముగ ఉంటుందని చూపండి. 
48. ఒక వృక్రము యొక్క సంస్పర్శక వృత్తమునకు వక్రముతో కనీసము 2 - వ పరిమాః 
స్వర్వవ్యవస్థితమవుతుందని చూపండి. 
సంప్ప్వర్శక గోళము: 


49. 199 R లు వక్రత, విమోబనము, వక్రతా గోళవ్యాసార్దము కల వ(క్రముపె బిందు 









|! 








fr 


R2 
అవుతుందని చూపండి. 


50. ఒక వ్యకము యొక్క వ్యక్రతా కేంద బిందుపధముపె కల బిందువునకు గీ! 


ఆభిలింబతలము వక్రముసె ఆ బిందువునకు అనురూపబిందువు వద్ద గీసిన. గోళీ . 
వ! కతా వ్యాసార్థమునకు ద్విఖిండన చేస్తుందని చూపండి. 


౨1... ఒక వ్మకమునకు గీసిన సంస్పర్శకతలము స్టీరగోళమును స్పర్శించిన చాపకలనీయతళతలవ. 


జాక్‌ శో ఇ | " 
న్‌ ళకేర్మ! దము ద్వార పోతుందని చూపండి. 


a sin? 6, a si 

4 sin“ 6, a sin 6 cos 6, a cos 0) వ[కము గోళముపె ఉంటుందని ' చూపండి. 

త. సంస్కరుక నో . | 
-. నింస్పర్శక గొళకేంద బిందు పధమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ సంస్పర్శక వృత్తకేంద: . 


ద్వార పోతుందని చూపండి. 


a జ 1 
క వృక్షమునకు వక్రతా గోళ వ్యాసార్ధము స్థిరరాశి అయిన ఆ వకము (1) గోళము]. 
ఉంటుంది లేక (1) 


ty 


స్టరవ కతను కలిగి ఉంటుంది అని చూపండి. 
ఒక ష్యకము యొక్క ఆభిలంబతలములు 


స్థిరబిందువు దా ఏరా పోయిన ఆ వ్రష 
శ ళముపె ఉంటుంది. 


GE 


r= at3 + 3ht2 
+ 364ఆమ వృకమునకు సంస్ప రృక గోళ సమీకరణము (వాయండి. 
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57. 


ర్‌రి. 


59. 


((a sin u + b cos wu), (a cos u+.b sin u, 6 sin 214). అసు వకముసకు 
సంస్పర్శకతల సమీకరణము వ(కతా గోళ వ్యాసార్ధము. కనుగొనండి. 
క ఒక వకము యొక్క. వకతా గోళ కేందముల బిందుపధము యొక్క చాపముసు 


ds 
V2 
సూచించిన = = (౧12 + ౧22 అని చూపండి. 


వ[కతా గోళ కేంద బిందు పధము ఇవ్వబడిన వకము సమీకరణము [వాయండి. 


గోలీయ సూచిక - t,n,b ల విస్తరణము: 


60. 
61. 
62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


ఒక వృక్రము యొక్క (1) t గోలీయ సూచిక బిందువుగ మారిన, (11) b గోలీయ సూచిక 
బిందువగ మారిన వ(క్రమును కనుగొనండి. 

ఒక వక్రము యొక్క. గోళీయ సూచిక వృత్తము అగుటకు ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము 
ఆ వ(కము కుండలిని అగుట అనిచూపండి. 

ఒక వుకము యొక్క స్పర్శరేఖ, ఉపాభిలంబరేఖల గోళీయ సూచికల అనురూప 
బిందువుల వద్ద స్పర్శరేఖలు సమాంతరము అని చూపండి. 
ఒక [కమ వ్మకము దాని సంస్పర్శక తలమును (ప్రతిబిందువు వద్ద ఖండించిన 0 వద్ద 
అభిలంబ తలముపై వకము యొక్క విక్లేపము పార్శివక్రము (6509) అని చూపి 


సంస్పర్శకతలము, చాపకలనీయ తలములపె విక్లేపములు కనుగొనండి, 





గు అని చూపండి. 


k2 s3 
0 (కో) ౨ 0 అయిన ఒక వకముపె జ్యా చాపముల భేదము గై 
ఒక బిందువునుండి చాపములు (5) వ(కము వెంబడి వకతా వృత్తము వెంబడి 
s3 k2 7 
6 





గుర్తించబడినవి. 0 (కో) 0 అయిన ఈ .బిందువుల మధ్యదూరము 


అనిచూపండే. 


ఒక వ(కముపె 0, P సమీపబిందువులు,. 02 = 5 అయిన 


0 0, P ల వద్ద గీయబడిన సంస్పర్శక గోళములు ము చేస్తాయని, 


Ro dp 


(0, P ల వద్ద గీయబడిన స్పర్శరేఖల మధ్య'అత్యల్పదూరము ధా అని చూపండి. 
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కేం దజము ఒం ప్రతికేందజము : 


67. ఒక వ్మకముషపె ఒక బిందువు వద్ద కుంభాకార భాగము వెంబడి వదులబడన స్థితి స్టాపకత 
"క ss పాడవు స్థిరమగునబ్లు వదులుచు పోయిస వ్యకము యొక్క 
(పతికేందజము వస్తుందని చూపండి. 

68. ఒక twisted వృకము యొక్క (పతికేందజము సమతలీయ వ్మకము అయిస దత్త 
వ[కము కుండలిని అని మూపరడ్‌ 

69. (20056, 2912 6, 26 €2% ౦) యొక్క (పతికేంద్రజము సమతల వక్రము అనియు 
కేందజము 
x=-—atanaltanacos 0+ seca sin 0 tan vl, 
y= _ atanaltanacos 6--566 a cos 8 tan ౪), 
z=al6tana-secatanyl;y=(6sina+0) అని చూపండి. 

70. (1,౪2, ఇత) అను వృక్రమునకు కేంద్రజము, (పతికేందజము కనుగొనండి. 

71. ఒక వృత్తాకార కుండలిని యొక్క వక్రతా కేందముల బిందు పధ వకము దాని సహాక్ష 
కుండలిని అనియు దీని వ(క్రతా కేం దముల బిందు పధము దత్తకుండలిని అవుతుందని 
చూపండీ. 

72. ఒక సమతల వ(కమునకు ఆ సమతలీములో ఒకే ఒక కేందజము (వ(కతా కేందముల 
బిందు పధము) వ్యవస్థీతమని చూసీ ఇతర కేంద్రజములుపై వ్మకము ఆధారముగ 
గీయబడీన అంబస్ఫూపము'పె గీయబడీన కుండలినులు అవుతాయని చూపండి, 

78. ఒక వక్రము యొక్క రెందు కేంజములు V1: భృ ల మధ్య స్రీరకకోణముంటుందని 
చూపరిడీ: 
బెర్రైంజ్‌ నక్రము | 
గ్గాత్త్య 


. ఓక వ(క్రము యొక్క వక్రత, విమోటనములు శేఖీయ సమాసముగ వ్యక్త పరచబడిన 'ఆ 


కము జెర్రాంజ్‌ నకమని చూపండి, 
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75. (1 —- ak) sin «+ a7 ను ఉపక చేసి (1) స్థిరవ(కత కలిగిన వ[కములకు వ్మకతా 
'కేం్యద్రముల బిందుపధము బెర్హాండ్‌ వ(కము అవుతుందనియు (11) స్థిరవిమోటనము 
కల వ(క్రము దాని బెర్హాండ్‌ వక్రముతో ఏకీభవిస్తుందని చూపండి. . 

76. . ఒక సమతల వ[కము యొక్క బెర్హాండ్‌ వ(కములు అనుతములనియు అవి 
దత్తవ[కమునకు సమాంతరము అని చూపండి. 

77. వృత్తాకార కుండలిని బెర్హాండ్‌ వ(క్రములు సహాక్ష స్టూపములసె కుండలినులు 
అవుతాయి. 

78. ఇ=ఇ(9) యూనిట్‌ గోళముపై వక్రము అయిన దాని బెర్జాండ్‌ వ|క్రము 
క్షా = 2] ఇరేక- 2006 6] (1౧ du) అవుతుందని చూపి వీటి జ్యామితీయ వివరణ 
ఇవ గండి (స్టైరవక్రత, స్థరవిమోటన వృకములు అవుతాయి). 

79. బె ర్లాండ్‌ వ్మకనిర్వచనములో (ప్రధాన అభిలంబరేఖల బదులు (1) “స్పర్శరేఖలు, 
(ఘు 'ఉపాభిలంబరేఖలు' తీసికొనగా ఏర్పడు మార్పులను చర్చించండి. ' 


సౌ 9భావిక సమీకరణములు ః 


s (cos థ + 2 sin 6) 
80. ౧=౮= క చే సూచించబడు వక్రము క 


sy బక ర 32605 టిం గా 


32 
81. . p=as,6 క. సూచించబడు వ(క్రసమీకరణము (వాయండి. 


82. p= 25౧3, ౮ =2& లచే సూచించబడు వృక్రము '2' వ్యాసార్ధము కల గోళము పె 


చ 3 
Ss 


ఉంటుందని, దీని కేం[దజము ౧ వచె sin =; జర అవుతుందని చూపండి. 


ర్తి, 
ఆవరణికలు = ఉత్సన ్ప తలాలు 
రెభాజన్య తలాలు 


3.1 ఉపరితలాలు &' 

ఏక పరామితీయ సదిశ సమీకరణములు వక్రములను, రెండు స్వతంత్ర పరిమితు! 
_ కలిగిన సదిశ సమీకరణములు ఉపరితలములను సూచిస్తాయని తెలుసుకున్నాము. 
ru LY లేక జ= (1, ళం = (1, ₹), 2=2 (0, 7) ఒక ఉపరితలము 
సూచిస్తుంది. అయితే ఉపరితలము యొక్క పరామితీయ |పాతినిధ్యము ఏకైకము కాద 
ఒక్కొక్క రకమైన పరామితీయ సమీకరణము. ఉపరితలము యొక్క ఒక్కొక్క ధర్మము 
మాత్రమే వివరిస్తుంది. దీనికి కారణము . ఉపరితలము. ఏకమొత్తములో విలక్షణ బిందువుః 


లేకుండా పరామితీకరింపబడక పోవుబయే. 
ఉదా : 2=౫2-౪2 అను ఉపరితలమును 
()x=u,y=v,z= u2—w2; 

(Dx=u+v,y=u-v,z=4uv లేక 

(ili) x= ucosh v,y = usinhy, z=u2 
వంటి విభిన ఏ పరామితులతో సూచించవచ్చును. అయితే కార్టీజియన్‌ నిరూపకములరీ 
ఎక్కువ వివరముగ ఉపరితలమును తెలియచేస్తుంది, (2 ఆ IR) కాని (౮ 609% ౪, ౪ sinh ౪, జో 
రూపములో 1 వాస్తవము (అంటే 2౬ IR*) అను ఉపరితలము యొక్క ఒక భాగమున 
మా[తమే సూచిస్తుంది. 

సాధారణముగ ఉపరితలముల పరిశీలనలో X(u, v), Y(u, v), Zu, 7 (ప్రవేయముః 


ద్విపరిమాణ సంధానిత (00266166) సమితి గౌ పె (17 సమతలములో) అవిచ్చిన్నమ 
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భావింపబడుతాయి. బిందువు (1, ఇ7 పె చలించినప్పుడు దాని అనురూప బిందువు 
(1 3, 2) ఉపరితలము యొక్క ఒక భాగమును మా(తమే ౫72 అంతరాళములో వ్యక్తపరుస్తుంది. 
r (పతి సర్జనమునకు గొ యొక్క. బింబము r(T) వరామితీయ ఉపరితలము" అనియు r, rT పె 


అన్వేక (పమేయము అయితే ౪01) ని సాధారణ వరామితీయ ఉపరితలము అని అంటారు. 


ప gr లు అవిచ్చిన్నము మరియు ర్‌ గ మ ౪0 అయిన ae v), గ్‌ యొక్క (కమ 
షు తంతుంది. ఫ్‌, ష్ష్‌ లు కనన నలా కాకుండిన లేక వ్‌ A సి స్ట్‌ = 0 తయన 


బిందువులను 1 యొక్క విలక్షణ బిందువులు అంటాము. ఒక ఉపరితలము యొక్క అన్ని 
బిందువులు ' (కమభిందువులయిన ఆ. ఉపరితలము మృదు (నున్గుపెన) ఉపరితలము 


అవుతుంది.. 


8.2 కొన్ని ఉపరితలములకు పరామితీయ వివరణము ః 
(గోళము 4 [=(a 009 uc0s v, a sin u cos v, a sin v) 
(ఘు శంకువు r= 11 Sin a cos v, u sin asin v, ucos a) 


(11) (భమణోపరితలము ౩ ఒక సమతల వ్యక్రము దాని తలములోని ఒక అక్షము దృష్ట్యా 
(భమణము చేయగ ఏర్పడు ఉపరితలమును |భమణోపరితలము అంటాము. 2 అక్షము 
(భమణాక్షము, ౫=0 సమతలములో qi [0 సమతల వృకము. (దీనిని ఉపరితలము 
యొక్క ప్రాసెల్‌ అంటాము) అయిన P(0, y,2) బిందువు చలించుచు బిందువులు Q(x, y,2) 
లను ఏర్పరస్తుంది. P,Q ©z- నిరూపకములు సమానము, మరియు 1 (2 అక్షము నుండి ఈ 
జకం గల దూరము) y అవుతుంది. . కావున 2 = f(1) అవుతుంది. ((Q = 061) 
x - అక్షముతో "థకోణము చేసిన స u cos h, y = usin (0 అవుతాయి. కావున 


ఉపరితలమును జనింపచేయు ఎ నిరూపకములు (అనగా ఉపరితల సమీకరణము) 


x =u cos ¢,y = u sin థీ 2 = f(u) లేక 2(1) అవుతుంది. 


. అవకలన జ్యామిశీ 
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న 


ఛి (0,౪,2) 
ట్స ( 
ఉ(౫,1+/3ఇ 
వ ఖ్‌ స Dr it ఖు 
మ. మ > 
ఇ (౩.౪.౦) 
x 
పబం ౨.1 


ఏరామితీయ వక్రములు $ = స్థిరరాశులచే సూచింపబడు “వకములను. (భమణాక్షమునకు 


5ంజముగ ఉండు సమతలములు, ఉపరితలముల ఛేదనవ[కములు లేక నమాంతరములు అనియు 
Y= స్థిరరాశులచే సూచించపబడు వ్మకములను అక్షము ద్వారా పోవు సమతలములు, 


పరితలముల చేదన వ్మకములు అంటాము. 


"ధారణ రూపము ః జనక వుకము 2x సమతలములో ఉండిన దాని సమీకరణము ౫ = కటు, 


= 0, ౭ = [జు రూషములో ఉంటుంది. 2- అక్షముతో ఏర్పడు (భమణ కోణము ౪ అయిన 


పరితల సమీకరణము r = [g(u) 609౪, కటు 537, ఘటము) అవుతుంది. ఇచట ౪ విలువలు 


, 2! లో ఉంటాయి. 


Se 
అను 


* లంబ [61100164 సమీకరణము, పరామితుల రూపములో 


T= ఓ 6057, ఇ sinv, av) మరియు సాధారణ 16110016 సమీకరణము 


ఉంసగాకి అసు? 
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= [{g(u) cosv, g(u) sinv, f(u) + av] అవుతుంది. 


ఉదా 1: r=r (u,v) ఒక ఉపరితలమును చ గ a దాని అభి లంబరేఖను సూచిస్తాయని 





పటం 3.2 


ఇ = ఖ్య అయిన 1= 7, ౪) అను ఏక పరామితీయ సమీకరణము వృక్రమును సూచిస్తుంది. 
అమే 1= 1, Uy, ళం... లకు దత్త సమీకరణము అంతరాళములోని నిర్దిష్ట వృక్రములను 
సూచిస్తాయి. కావున T= ౫0, ౪) అటువంటి వ్మకములచే జనించు ఉపరితలమును 
అత. ఇదే విధముగా ౪ = స్టీరరాణి కూడా ఇంకొక వక సరళిని సూచిస్తుంది. 
u - పక్షములు, vy - వకముల ఖండన బిందువులు వ(కరెఖా నిరూపకముల పాల 
coordinates) సూచిస్తాయి. ఇ పటము (1) లో (షః vo) అటువంటి ఒక బిందువు 
అవుతుంది. 

ఈ ఉపరితలము వ్యు ళ్ళ) ను తిసకొనిన ో = గ అను సదిశ = V౪ 0 వ(క్రమునకు, 


ou 
ల =r అను సదిశ = వక్రమునకు స్పర్శచేఖలను పతకం కావున ఈ సదిశలు 


ఉపరితలమునకు Se 
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(se z)..d(z,x) 60౮6 3) అవుతుంది 


చరయ క గై కర్న nx9) = 00, ₹ి du, Ww’ du, v) 


ఉపరితలమునకు P వద్ద అభిలంబరేఖను సూచిస్తుంది. దీనిని 7 (1, ₹)- యొక్క. ప్రాథ 


సదిథా లబ్బము అంటాము. 


ఉదా 2: 7౨ (2 005 ఇ cos v,asinucosv,asinv) అన ఉపరితలమున 
సమాంతరములు, అక్షము ద్వారాపోవు సమతలములతో ఏర్పడు ఛేదన వ[కములు కనుగొనండి. 


ఇ = స్థీరరాశి = పా = tan ఇ (లేక (20 0) అవుతుంది 


౪ = సిరరాగి ఇ 
(3 


Zz 
FEE 


=tanv (లేక tan 0) అవుతుంది లేక 
x2 + y2 = az2. 


8.8 స్పర్శతలము - అభిలంబరేఖ £ 
లం ర 2) = 0 ఉపరితలమునకు గీసిన స్పర్శతలముపె చలన బిందువు 7, స్పర్శ 


బిందువు ఇ అయిన Vf ఉపరితలమునకు (తద్వారా స్పర్శతలమునకు) లంబముగ ఉంటుంది. 


సై 





(0) 





పటము 3.3 


"వున స్పర్శతల సమీకరణము (1-1) - f= 0 మరియు అభిలంబ సమీకరణము 
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| (అలా ).౧ = 0 అవుతాయి. కార్టీజియన్‌ నిరూపకములలో 
ఇవి (క్ష +--+ -2f,=0; 


tee Wy Te 
Weer 





గ మారుతాయి. 


సూచన , 
1. r=r(u,v) అను ఉపరితలమునకు అభిలంబరేఖ r. A To చే సూచింపబడిన స్పర్శతల 
సమీకరణము (R-7r). (ry Ar a = [(R-», వ r ల! = 0 మరియు అభిలంబరేఖ 
సమీకరణము మె == ౫ a ry) అవుతాయి. | 


క AT 


2. ఉపరితలమునకు యూనిట్‌ అభిలంబ'రేఖ' Tran] అవుతుంది.- 
1 2 


ఉదా వి; 2 = 30 తలమునకు (2, 3, 6) వద్ద స్పర్శతల సమీకరణము, ఆధతరకకు 
సమీకరణము (వాయండి. 
r= (11, Vv, uv) 


వ. = r= = (10 ఇ ఫ్యా 2 = = (0,1,1 
A. | 
ద TrjATrn=(v,-u, మ. 


= స్పర్శతల సమీకరణము [R- వ 9] =0; 


1=2, ౪ =చె వద్ద, 
౩-2 +20-8-(2-6=0 లేక 3x +2y ~z=6 


పురింయు అభిలంబ రేఖ 
గ - 2-8 
హా క వ 1 


కదా 4 ఏ 22 = &2 అను ఉపరితలము యొక్క స్పర్శతలము నిరూపకాక్షములతో ఏర్పరచు 








కయరు తల ఘన పరిమాణము స్థమని చూపండి. 
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స్పర్శతల సమీకరణము (2-౩) + ఈ -్భా పే + (z-z)f,=0(P, వద్దు 


= ((-క్య్ర పద్య + 0 ర్ట ఇ + (2-2) x,y, =0 లేక 


+ పాల డై =8 ధ్యా వద్ద) 
Sy Jy ల 


౨ అంతర్జండములు 3, ర్వి, 32 ; చతుర్ముఖి OABC ఘన పరిమాణము 


0 0 01 
3x, 0 01 27x.y.z 
య చే ఆశకు 
IM జాగా లిక = 


03s, 01} 6 


0 0 ౩1 


ఉదా5:ః 228 ౦2 (22/3 = 22/8 అను ఉపరితలమునకు గీసిన స్పర్శ్గతలవ 


నిదూపకాక్షములతో చేయు అంతర్జండముల వర్గముల మొత్తము 2? అవుతుంది. స్పర్శత 


శ 


సకమీకరణము 2 ఇ 1x “వేట U3 స whe 
కనా XX) x, +(y JU; + (2 z,) Zz, =0 


= నివు ాపకాక్షము లపై అంతర్హండములు yee 22/3, స 22/3, z, ౪3 22/3 అవుతాయి. 


కావున వీటి వర్ణముల మొత్తము [షే స. కార &4/3 = 22 అవుతుంది. 


+ ౫2 = 0 అను ఉపరితలమునకు గ్‌సిస స్పర్శతలము తిరి! 
పవ్‌తలమును శాంకపములో స్పర్శించునని (xy - తలములో ఇది లంబ అతిపరావలయము 
డి. (సూచన? 32 గుణకము + ౪2 గుణకము = 0) 

XY» ఇ వద్ద 202 + y2) + xXyz=0 —— (1) 


సమీకరణము 


ఖ్‌ 
Fa ట్‌ 
ద్‌ 
లెక 
జ 
(య 
(త 
టే 


జటా ళు 12 న 
న (Zax +yzi@ay, + 2 [తి + (2 - ౭) x1౪, = 0 అవుతుంది. — (2) 


(కము పు - తలములో కనుగొనుటకు వీటి నుండి 2 ను తాలగించవలెను. 


pea XY, —¥X] X¥ X అ ణ్‌ 2 a + 
“ < స క్‌ ( క్షే వ ) = న్న (ల -5»౪)) |=0, 
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= ~~ కావున ౫౪ - తలములో ఈ ఖండన వక్రము లంబ అతిపరావలయము. 


1 1 
2 y? 52 
ఉదా 7 ; న + + గా. 1 అను దీర్చ వృత్తమునకు P వద్ద గీయబడిన అధిలంబరేఖ 


నిరూపక తలములను ర, డై, రె లలో ఖండించిన PG, : ౫6౬ : PG, స్థిరనిష్పత్తి అవుతుంది. 


P(x, ఎగ, కృ) వద్ద ఉపరితలమునకు గీసిన అభిలంబరేఖా సమీకరణములు 


జ. 2-2 
= జానే అవుతాయి 
2x, 2y, 22 
స్ట శ్ర (2 


yz తలముతో ఖండన బిందువు 


(b-ady, (c2-a2)z, 
CG|g, చానా, హహ 
1 CTT ET 


2౫x తలముతో 


(a2 — b2) x, (62 — 02) 2] 
స 0, నా మరియు ౫౪ తలముతో ఖండన బిందువు 


(ar —c2)x, 02- 
ఈ 
9 


చో 0 | అవుతాయి. 
a2 b2 | వు 


wy 2 2 2: 2 2 2 
x y 2 Xx y 2 
నా PG, =a న్యా. ure + వ = షై + + = మరియు 


= PG, : PG, : PG, = a2 : b2 : 62 అవుతుంది. 


3.4 ఏక పరామితీయ ఉపరితలముల వ్యవస్థకు ఆవరణిక్క లాక్షణిక వక్రములు ః 
f(x, 3 2, 0) = 0 లేక f(60)=౦0 ఒక ఉపరితల సరళిని సూచిస్తుంది, 8 ఒక 'పరామితి దీని 
సామీప్య ఉపరితలము £[6 + 59) = 0 అయిన ఈ రెండింటి ఖండన వక్రము 


f(8) = 0 = 106 + 60) చే కాని 10) = 0, [10 + 89) - (6) = 0 చే కాని లేక 56 8 


106 ఆవకలన జ్యా 


అయిన 18) = gi = 0 చే కాని సూచింపబడుతుంది. ఈ వకమును 6. యొక్క పరామిt 


విలువలకు 1(6 = ల యొక్క లాక్షణేక వృ్యకము అంటాము. ఇటువంటి లా 


స్య 


వ(కములన్నింటి సముదాయము 1/6) = 0౦ యొక్క ఆవరణీకా తలము అవుతుంది. ఆవర 
తల సమీకరణమును 6) = 0, =0 లనుండి రను తొలగించి కనుగొనవచు ను. 





పటము 3.4 


ధర్మము | ఆవరణీక ఇవ్వబడీన్లన ఉపరితలముల సరళి యొక్క ఒక్‌ క్కు ఉపరితలమున 
అనురూప లాక్షణిక వక్రము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద స్పర్శిస్తుంది. 

(9) కు అనురూప లాక్షణిక వృక్రము జ ఉపరితలములోను దాని ఆవరిణికలోను 
శంటుంది. లాక్షణిక వక్రము f= 0 = గ తోను ఆవరణిక f=0 =f లలో 6 లేని విధముగన 
క్తపరచబడతాయి. 

ఉపరితలమునకు అభిలంబరేఖను Vf a - if +f +kf, చేతను ఆవరణ 


భిలంబరేఖ 7£ తోను (6 ను 23,2 ల (పమేయముగ భావించి) | వాస్తాము. 
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= VE = ౮006 y, 2,0 (x, y, 2] = [(& +f Ty 1 Vf + గ ve 
ఆవరణీకకు f జ 0 అవుతుంది. కావున VE మ ౪7. అవుతుంది. అనగ అన్ని ఉమ్మడి 
బిందువుల వద్ద ఉపరితలమునకు, 'ఆవరణికకు ఉమ్మడి లంబరేఖ ఉంటుంది. 

= అన్ని ఉమ్మడి బిందువుల వద్ద వీటికి ఒకే స్పర్శ తలము ఉంటుంది. 

= అవి లాక్టణిక వక్రము యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద స్పర్శిస్తాయి. 


పెన వివరించిన లాక్టణ్రీక వక్రములను ఈ [క్రింది విధముగ కూడ నిర్వచిస్తాము. 


త్వచనము : f(r,09)=0 అను ఉపరితలముల ప ఆవరణిక 7 = గ థ) అగుటకు 
వశ్యక పర్యాప్త నియమము “ప్రతి 6 = 0కు వక్రము 7 = 7 (0, 6) ఉపరితలము flr, 0) = 0లో 
టుంది. మరియు ఆ వ[కము వెంబడి 11%, 6).=0 అను ఉపరితలము, r = (6, ఇ) స్త 
ఏదడితలఅలము స్పర్శ్గతలము కలిగి. పరా = r(0, ఫ)ని fr, 0) = 0 యొక్క లాక్షణిక 


కము అంటాము. 

రా టి 2 టో -3ళ+2-టి = 0 అను సమతలమునకు ఆవరణిక కనుగొనండి. 

దటి పద్దతి: ఇం = ఏరి -ర్పగ+2-టి=ఐ0 = f= 6xt-—3y -3t2=0 
య పరు = గ(-) (+ 2-3౧ +202 -—-y)t+(z-xy)=0 
= లి == “| (t-x)f +2(x2—y) t+(z-xy)=0 


= ft)=2(2-yt+(z-xy)=0 (శ = 0 కావున) 


-Xy — 2 


వ Ca” (x2 — y) 


f=02 —(-t2+2xt-y=0 
= Gy 202 = -4 04 ఏ0) (2x -౪?) ఆవరణిక అవుతుంది. 


వ పద్దతిః ft) = తయో —3yt+z2-t=0,f, = 6xt—3y -3t2=0 el) 


aft) —t $e = at 6yt+ 3220 — _ — (2) 


108 | ఆవకలన జో 


t2 Et 1 


ఇ 2౮72 _ zx) టి ఆ 2 “22 - y) 


౨ (0-2) = 4 (2-౧ 02 -బం అవుతుంది. 











ఉదా 9: = +--+ లాడ = 1, (= పరామితి చే సూచించబడు సమతల: 
a+u b+u c+u 


ఆవరణిక కనుగొనుము. 


సమతల సమీకరణమును 


(a+wb+uw(tec+wW-b+wW(e+wWx-(e+wW(a+wy-(a+u(b+wz( 


లేక 
కు అ చర్‌ +2 +yu+v=0 న)? 
గా |వాయవచ్చును. 
= TT A టు త! +b); 
wade cay + 8b2) అవుతుంది. — (2) 
f=3u+2u+y=0 : స ee 
సమీకరణము (1) ని కచే, (3) ను -ఇ చే గుణించి కూడన 
౫౮2 + 21 + 3౪ = 0 వస్తుంది my 
(3), (4) అ నుండి 


2 u 1 


2(3v - టమ An~9v 2831 —y2) 
లేక ఇ ను తొలగించిన ఆవరణిక 
(9౪ - M12 = 4 (2-3౧ (02-౩1) 


అవుతుంది. 





ఓ ఓ 7 లు సమీకరణము (2) చే సూచించబడినాయి. 
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5 ప్రతిగమన అంచు: 
చెండు సామీప్య లాక్షనిక వ కములు 


af (x, y, 2,0) 
06 


fx, y, 2 6) =0 A(x y,z,0 + 69) 


=0; flx,y,z,0+50)=0 గ 


లు సాధారణముగ ఒక బిందువులో ఇండించుకుంటాయి. 606-0 కరుకు ఈ 


. బిగువును లాక్షణిక బిందువు అంటాము. ఈ బిందువు £= 0, గ్‌=0,క్ళృ=0 లచే 


సూచింపబడుతుంది. ఇటువంటి లాక్షణిక బిందువుల సముదాయము (వతిగమన అంచు" 
రి Af 


తు షష 
అవుతుంది. ఇది f= 0,35 = 0,05 


=0 లనుండి 6ను తొలగించిన వస్తుంది. లేక 
ఏక పరామితీయ ఉపరితలములకు గీసిన రెండు సామీప లాక్షణిక వ్మృకముల ఖండన 
|. బిందువుల అవధి రూపము (పతిగమన అంచు అవుతుంది. 
3.5.1 (పతిలాక్షణిక వ(కము (పతిగమన అంచును స్పర్శిస్తుంది. 

లు జవ 
of 
' ౧౮ 
( 32f . 
(ప్రమేయము వాదా =0చే నిర్దారింపబడుతుంది. 


2 
లాక్షణిక వకమునకు గీసిన స్పర్శరేఖ (0) = 0, క్‌ = 0 అ అభి లంబదేఖలతో 90° 


| (పతిగమన అంచు f(x, y,z2,0)=0,= = 0 లచే సూచింపబడుతుంది. 6=60(x,y,2) అను 


ఇ (Af 
' చేస్తుంది. అనగా Vf = (fe fy» f,) ;V (5) జ (fo fo గ్‌ లకు లంబము అవుతుంది. 


(ప్రతిగమన అంచు యొక్క అభి లరబరేఖ దిశ Vg అయిన అది f లో 6 ను ౫,౪,2 ల 
(పమేయముగ భావించిన వస్తుంది. 
రిజ పే ( 3 2, 6 (03 5, కృ =f, (X,y,2, 6 (63 20) 


ర్‌. 


౨ Vg=2; క్‌ న. = Vf +f,V8. 


అమే 7 = ₹ళ్ళ్‌ + కే 79 అవుతుంది. 





స్ట సంస ఏర?రచు ఖండన వ| కమునకు 
జ వద్ద దీని హ్‌ తలముతో సంస్పర్శక ఉత్పన్న తలము ఏర్ప ఖం (కము 
ఎ వద్ద పార్శిక వృక్షము (౮౪50) ఏర్పడినందున దీనికీ పేరు వచ్చినది. దీనిని పార్భిక వ్యకవు 


వంచు అనికూడా అంటాము.) 


110 అవకలన జ్యూమిశి | 







(పతిగమన అంచుకు fy = 0 = = Vg=Vf;Vg,= Vf, అనగా ఉమ్మడి బిందువు లన్నింబ | 
వద్ద లాక్షణీక వ(కములు, (ప్రతిగమన అంచులు ఒకే అభిలంబ "రేఖలను. తదా గరా ఒకే స ఏరీ 


_తలములను కలిగి ఉంటాయి. లేక (పతిలాక్షణీక వ(క్రము, ప్రతిగమన అంచును స్పర్శిస్తుంది. 


ఉదా 10: ఉదా. 8 లోని వక్రమునకు (ప్రతిగమన అంచును కనుగొనండి. 
ft) = తరి 3yt+z2-t=0 = f,=6xt-3y-3t2=0,f, = 6x -t)=0 
వీటినుండి ౫ =t,y =t2,2= €ి వస్తుంది, t ని తొలగించిన xy -z2= 0, xz —y2 = 09 ఛేదః! 


వక్రము ఇవ్వడిన ఉపరితలములకు (ప్రతిగమన అంచు అవుతుంది. 


ఉదా 11: 3 పరామితుల ఉపరితలము f(x, y, 2, 8, b, ©) =0; 9(a,b,09=0: యొక 
ఆవరణికను వే $ లు సమఘాత' (పమేయములయినప్పుడు కనుగొనండి. 
df=f.da+f, db+f dc=0, dbs, రతా ర్స db +6 dc = 0 
అ యశ సిర = (మ +0) da + (f, + సభ్య) db + (f+ ట్టి de= 0 


2, b, 6 లు స్వతర్శత పరామితులు 
న జ oa జతి 


శ థీలు జ], 6 అలోసమఘాతములు , 
= af. + bf, + cf = mf క (2) 
అనుక్‌నిన, 
ah, +b + 6థ్యి = [థి 
నాలుగు సమీకరణములు (1), (2) లనుండి 2, 0, 6 లను తొలగించి ఆవరణికసు కసుగ్‌ 


వచ్చును. ! 


ఉదా 12: 2212 +52? + 202 _ = 0 అయినప్పుడు 1౫ + my + 2-౩ సముతలః 


యొక్క ఆవరణికను కనుగొనండి. 
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f= a212 + bm? + *n?—_p?=0,F=lx+my+nz-p=0 


క అ జ ఆ ' 


శ n 
న ప మ. టను. _k నుకొసుము 
2a21  2b2m లగి ~ —-2p 2 se 


 QF,+mF +nF + PF, =Filf+mf + గన్‌ + pf, =2f అవుతుంది) 


lh,m,n లసుకొ=0లో (పతిక్తేపించిస 


ere p+ ఇ = 1 అవరణిక అవుతుంది. 


₹= 0 లో |పతొక్షేపించినా ఇదే ఫలితము వస్తుంది. 


KX 


ఉదా 13: xsin0d-ycoss6+z=2a0 యొక్క ఆవరణేక |[పతిగమన అంచు 


చుల 
కసుగొనండి . 
fd)=xsind—-ycosOd+z=a0 . — (1) 
స = ౫౦05 ర 4౫51) ర-ఇ= 0 — (2) 
f,y=-xsinO+ycosa=0 — (3) 


(2) = tand= చ (౧ x=acos 6, y = asin 6), 
(1) 3 z= 680 ఆవరణిక ; 


(3) > tand= లే లేక 


న 


[2 స్త? 
Sey? 


,sinO = 


xX 
COS లాకు 
న్‌ x2 + 2 
(2) = xX +y2= 22 మరియు 
(1) > z=atan-t< 


.* 
Sr 


me 
కావున [పతిగమన అంచు x2 +y2=a2,y=xtan వలి ఛేదన వక్రము అవుతుంది. 
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3.6 ఏక పరామితీయ నమతలముల ఆవరణేక, లాక్షణక వ(క్రములు ః 

ఇంతకుముందు ఏక పరామితీయ ఉపరీతలముల ఆవరణీక, లాక్షణిక వృక్రములు 
మొదలగు వాటి గురించి చర్చించినాము. ఇప్పుడు ఏక పరామితీయ సమతలములను 
పరిశీలించుదాము. ఇ. మ= 8 సమతలముల సరళిని-సూచిస్తుంది. (4 పరామితి; ౧, ఓ యొక్క- 
(ప్రమేయము, ౭ అటువంటి ఒక సమతలము [2 బిందువు స్థాన సదిశ).. ఈో సమీకరణమును t 
దృష్ట్యా అవకలసము చేసిన r.n=a వస్తుంది. ఇది గ సమతలము యొక్క లాక్టణీక రీ 1 


ద్వారా పోవు సమతలము క అయిన (లాక్టణిక రేఖ గ్య మరియు దాని సౌమీష్య సమతలముల, 


మ ల 
"a | 


పటము 3,5 


[| 


Z 


By 


UB 
ధ్ర 


ఆవరణీకలు-ఉత్పన్నతలాలు- రేఖాజన్యతలాలు 113 


ఛేదన శేఖ అవుతుంది). 1-2 = ఇ అను సమతలము గ్న మూడు సామీప్య సమతలముల 
ఛేదసము యొక్క అవధి లేక రెండు సామీప్య లాక్షణిక రేఖలర L1,L, అ ఖండన బిందువు 
అవధి రూపము అవుతుంది. 

ఈ సమతలములు 1, re గ, లు ఏకీభవించిన ప్పుడు [ఓ bo లు ఈశః సమతలముల 
సరళి ఆవరణికగా కల ఉపరితలము 5 యొక్క జసక రేఖలవుతాయి. ఓ, ల ఖండన 
బిందువు G౮ (పతిగమస అంచు బిందువును సమీపిస్తుంది. ఈ (పతిగమస అంచు ఉపరితలము 


3 పె ఉంటుంది. ఈ ఉపరితలముసు ఉత్తన్న తలము అంబాము. 


(పతిగమస అందుr-n=a,r-n=a,r-n =a —— (1) 


ల నుండి పరామితి t ని తొలిగిస్తే వస్తుంది. 


n,n,॥ లు మూడు రేఖీయ స్వతంత సదిశలయిస 
nn్నnm,nhan,nnnలుకూడా రేఖీయ స్వతంత్ర సదిశలపుతాయి. 
కావున 

r=oe(mnanm+B(nan)+yYn aw 
గ (తాయబడుతుంది. 
పారంభములోని (3) సమీకరణములు 

r:n=Blnnnl|=a, r:n=rinnn|=a మరియు 


r:n=olnnnl=a అవుతాయి. 


_mMaona+:mnwarmAnmna పునః (2) 
(nn n) 
ఏక పరామితీయ సమతలముల సమస్యలకు సమీకరణములు (1) కాని (2) కాని 


వాడవచ్చును. 


కేశ . . అవకలన జ్యూమి 
: 


3.7 రేభాజన్య ఉపరితలములు = ఉత్పన్న తలములు 

ఏక పరామితీయ సరళరేఖా సరళి 
యొక్క. చలనముచే ఏర్పడు ఉపరితలమును 
రేఖాజున్వ ఉవరితలము అని, ఆ సరళరేఖను 
జనక రేఖ (4౬1118౯) అని అంటాము. రెండు 
సామీప్య జనక రేఖలు ఖండంచుకొన్న ప్పుడు 
ఆ ఉపరితలమును ఉల్తన్న తలమని*, జనక 
రేఖలు ఖండించుకొననిచో న్కూ్య్యూ ఉపరి 
తలము (507011) ఆప అంటాము. స్కూ్యూ 
ఉపరితలము గురించి 3.11 లో వివరముగ 


చరి ్పస్తాము. 





ఏకపరామితీయ సమతల సరళి యొక్క 
 ఆవరణిక ఉత్పన్న తలము అవుతుందని 


3.6 లో చూసినాము. 


పటం 3.6 


ఏక పరామితీయ సమతలముల సరళి 7- ౧( = p(t) అవుతుంది. వీబీ లాక్షలో 


వ(కములు 1- = మరియు 7-n=p అవుతాయి. ఈ సమీకరణములు ఒక్క్కాక్కటీ 





( ఉత్సన్నతలము పేరు వచ్చుటకు కారణము ఈ వచ్చిన ఉపరితలమును సాగతీయకుండ 
చించకుండ సమతలముగ విప్పదీయ వచ్చును. ఎందుకనగ ఒక సమతలములో రెండు జన! 
రేఖలు (సతలీయములు కావున) ఉంటాయి. గలో క, క్రై జనక శేఖలుంకే. ఆ సమతలమున 
క్క దృష్ట్యా (భమణము చేసిన కై క్క జనకరేఖలు కలిగిన సమతలము ఇ్కగను గను క్ల దృష్ట్వా 
(భమణముచేసి క్ష, క్మ జనకరేఖలు కలిగిన సమతలము ఇగ మార్చవచ్చును. కావున ఈ 


ఉపరితలము ఈ జనక రేఖలు కలిగిన సమతలముగ పరిగణనలోనికి వస్తుంది.) 
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సమతలమును సూచిస్తాయి కావున లాక్షణిక వ[కములు సరళరేఖలవుతాయి. ఈ సరళ శేఖలచే 

అవరజిక ఏర్పడుమున్నది కావున ఈ సమతలముల ఆవరణికసు రేఖాజస్య ఉపరితలము 

అంటాము. 

ధర్మములు ః 

1. ఒక బిందువు వద్ద (పతిగమన అంచు యొక్క సంస్పర్శక తలము ఉత్పన్న తలమునకు 

ఆ బిందువద్ద స్పర్శతలము అవుతుంది. 
(పతిగమస అంచు లాక్షణిక ' బిందువుల సముదాయము అవుతుంది. కావున ఏక 
పరామితీయసమతలములకు r-n=p,r-h=p,r-n =p ల సుండి పరామితిని 
తొలగించిన (పతిగమస అంచువస్తుంది. 
r-:-n=p Pe m=r-:n=0, 
r-nh=pmr.n+rnz=p >r.n=0 


dn త 
mgr mWz0 లకr -n=౦0 అవుతుంది. 





అసగాr౧r లు ౧కు లంబముగ ఉంటాయి = ₹/౧* || ౫ కానిశ*గ* సంస్పళ్శక 
తలముసకు లంబముగ ఉంటుంది 3౩ Nn సంస్పర్శక తలము ; : 
nl(r:-n-p=0) > సంస్ఫృర్శక తలము ఉత్సస్న తలముయొక్క స్ప ర్శతలము 


అవుతుంది. 

2. ఉత్పన్నతల జసకరేఖ యొక్క అన్ని బిందువుల వద్ద స్పర్శతలము ఒకకే ఉంబుంది. 
ఉత్పన్నతల సమీకరణము R = r(t) + ౫*(0, ( (పతిగమన అంచుపై బిందువు) 
అవుతుంది. 'ఈః ఉపరితలమునకు అభిలంబరేఖ . 
|| RAR, కాని RAR, = (rr + Ar) టం? (rar), . అనగా ఉత్పన్న 
తలముయొక్క అభిలంబరేఖ ప్రతిగమన వృక్రము యొక్క ఉపాభిలంబరేఖకు 
సమాంతరము మరియు ఈ ధర్మము ౫ యొక్క అన్ని విలువలకు (అనగ జనకరేఖ 


యొక్క అన్ని బిందువులకు) వర్తిస్తుంది. స్పర్శతలము ఒకకే ఉంటుంది. 
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ఉదా 14: (66, 32, 219) ప్రతిగమన అంచుగా కల ఉత్పన్న తల సమీకరణము (వ్రాయండి. - 
త స్‌ సంస సమికరణము 
మొదటే పద్దతి : దత్త వ్మకము యొక్క సంస్పర్శక తల సమీకరణ 
x-6t ౫-౩౪ 2-2టే 
1 (: 2౪ |=0లేక 
0 1 2 
xt? — 2ty + z—2t3 =ft)= 0 — (1) 
దీని ఆవరణిక కనుగొనుబకు 
| =2tx—2y-6t2=0 యా 
మరియు (1) లనుండి t ని తొాలగించవలెను. 
(1) > t(-6t2 + 26 - 2y) + (t2x — 4ty + 32) =0 
2 tx-4ty+372=0 —— (3) 
(2), (3) అ నుండి 
t2 t క్షే 


dy2—3zx xy-92 22120 








(xy - 92) = (4y2 ~ 32x) (x2 — 12y) — (A) 
ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. 


-రెండవ పద్దతి ః [= (6 362, 2) 3 r= (6,61,692 

కావున ఉత్పన్న తల సమీకరణము R=r+ 
= x-6t=6,y-3t2=6,z-23-6t? — (B) . 
గ + లు పరామితులు 


(మ), (B) లు ఒకే ఉపరితలమును సూచిస్తాయి... 


ఉదా 15: xt?-4ty+32=0, 3t2—_xt+y=0 ల ద్వారా పోతు ఉత్పన్న తలము యొక్క 


(పతిగమన ఆంచు కనుగొనండి. 


ఉత్పన్న తలము యొక్క జనకరేఖిలు ప్రతిగమన అంచుకు స్పర్శరేఖలవుతాయి.. 
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kt 4ty * 32 = 0, 3% —xt+y=0;x (t+ రట? —4y (t+ 8t) + 32=0, 
3(6+ 82x (t+ 8) +y=0 లు 
ఈ ఉత్పన్న తలము యొక్క రెండు జనక రేఖలవుతాయి. 
= xt? 4ty + 82 = 0, 32-364 +y= 0; 
(2tx — 4y) 8t = 0, (6t — x) 5t = 0లు 0(6t2) - 0 అయిన జనకరేఖలవుతాయి. 


= Xx = x = 6t లేక x = 6t, y = 3t2, 2 = 2t3 (దత్త సమీకరణము నుండి) అవుతుంది. 


= 82x -4y2=0,౫y-972=౦0 ల ఛేదన వ(కము ఉత్పన్న తలమునకు (పతిగమన 


అంచే అవుతుంది. 


3.8 ఉత్పన్న తలము యొక్క అవకలన సమీకరణము ; 
2 = [06 )౧) ఉత్పన్న తలమును సూచించుబకు ఆవశ్యక పర్యాస్త నియమము $52 = rt ' 
అవుతుంది. 
ఆవశ్యకత ః ఉపరితలమునకు (x), ఫె z) వద్ద స్పర్శతలము 
(౬ మం చే + (7 - వె) f, + (2-20) (-1)= 0 అవుతుంది. అనగ ఉత్పన్న తలములకు 
f f ల మధ్య ఒక సంబంధము వ్యవస్థితమవుతుంది. లేక fను f, (పవేయముగ 
(వాయవచ్చును. బే వ థీ (ఓ అయిన 
edhe ఆ క్స్‌ సీ ef లేకరో = rt అవుతుంది. 
పర్యాప్తము: p= షే 1 ఇళ్ళీ అనుకొనిన 


(కషి 


rt = $2 = పాన = = 
rt=s =02> pq, Py, A, 0 గా 0 


మి కే సలు ఏక పరామితీయ (పమేయములు 
౫ ఉపరితలమునకు స్పర్శతలము ఏకపరామితీయము 


బు ఉపరితలము ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. 
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ఉదా 16: xXy2=&3 ఉత్పన్న తలము అవుతుందా, కాదా పరిశీలించండి. 


a? —a3 2కి 2a3 t 2a3 క్ర _డకే 
న్‌ యాం. వాకా వ ,71= రా, నూ గ్‌ వము 9 
ప wp x2?y = 4 xy2 x3y xy3 X y2 
6 426 
స) Te a ; 5 * rt కావున ఈ ఉపరితలము A i కా 


ఉదా 17: XxVg(2) = 23 ఉత్పన్న తలమయిన g(2)ను వివరిం చండి. 
ఈ సమీకరణమును ౫ ద షా పాక్షిక అవకలనము చేసిన 


ఆర 
YeE+xyep=0 ౨ Peer 


తిరిగి ౫ దుష ౪ ద ట్రై పాక్షిక అవకలనము చేసిన 





£ 7 gg 
Paz | శై టా ॥ క్‌ 

ర్‌ 55! 
j “yg ' | లా లు 


దే విధముగ [= క (2 _ హ్‌ వసుంది. 
$ y2E! | ge] 


ఈ ఉపరితలము ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. కావున 7t = 52 అవుతుంది. 


అనగ ౯2) పె అవకలన సమీకరణమును 'సంతీప్తీ పరుస్తుంది. 


3.9 అంతరాఛములోపి వ[క్రమునకు సంబంధించిన ఉత న A) తలములు స్థ 

ఒక వ్యకము యొక్క చలన సదిశా (తికము. * ౨, b లతో ఏర్పడు సమతలములు - 
సంస రక తలము, అభిలంబ తలమ్ము చాపకలనీయ..తలములు ఏకపరామితి (5) పె ఆధారపడి 
ఉంటాయి. కావున వాటి ఆవరణికలు ఉత్పన్న తలములు అవుతాయి. వీటని సంస్పర్శక 
(స్పర్శీయ) ఉత్పన్న తలము, ధృవీయ ఉత్పన్న తలము, వాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము 
(పతి పాకము దాని వాపకలనీయ ఉత్పన్న తలములో ఒక జియోడెసిక్‌ sete 
అవుతుంది. కావున “వాపకలవీయతి పేరు వచ్చినది.) అంటాము. వీలే జసక రేఖలను 


ఎరుసగ స్పర్శరేఖలు, ధృవరేఖలు, వాపకలనీయ రేకలు అంబాము. ' 
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ధర్మాలు ః 1, సంస్పర్శక ఉత్పన్న తలమునకు (ప్రతిగమన వ్మక్రము దత్త వృక్రము అవుతుంది. 


బిందువు (7) వద్ద సంస్పర్శకతల సమీకరణము 


(2-3). = 0 అవుతుంది. —(1) 
--r.b-R-n.m=03 R-H.-.nz=0 (.-7%0) అవుతుంది ---() 
తిరిగి —r'-n+(R-—r.-(tb-kt})=0 3 (R-r -t=0 —— (8) 


లాక్షణిక వ(కము (1), (2) ల నుండి సంస్పర్శక్క చాపకలనీయ తలముల ఖండన రేఖ 'స్పర్శరేఇ' 
అవుతుంది. (పతిగమన వ([క్రము (1, (2), (3) లనుండి R-r=0 లేక దత్త వ(కము. 
2. ధృవీయ ఉత్పన్న తలము యొక్క (పతిగమన వ(క్రము సంస్నర్శక గోళముల 'కేందముల 
బిందు పథము అవుతుంది. 
వ[కముపె బిందువు (౫) వద్ద అభిలంబ తలము (2-5) అవుతుంది.  --(ు 

అ -r.t+(R-n-knz=0 లేక ౧-౫). ౧౨౧ లేక 

(R-(r+pn)]:n=0 —— (2) 
z= (R-r)- (tb-kt)-rin=p' లేక R-1 -(tTb-—kt)=p' 


Jక(R-—r):-b=op' —— (3) 


లాక్షణీక వకము (1), (2) ల నుండి bకి సమాంతరముగ వ[కతా కేందము ద్వారాపోవు సరళరేఖ 
(ధృవరేఖ) అవుతుంది. ధృవరేఖ వ(కతా వృత్తము యొక్క అక్షము అవుతుంది. (పతిగమస 
వ(కము (1), (2), (3) ల నుండి 
R-r=pn+opb లేక R-5 అనగా R సంస్పర్శక గోళ కేం దముతో ఏకీభవిస్తుంది. 
=) (ప్రతిగమన వకము వ[కతా గోళ కేంద్రము యొక్క బిందు పథము అవుతుంది. 
ఈ వకము యొక్క స్పర్శరేఖలు ధ ఎవరేఖలవుతాయి. 
8. చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము యొక్క ప్రతిగమన వ(కము 


k (tt + kb) | 
R=r i) సమీకరణము కలిగి ఉంటుంది. 
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(౯) వద్ద చాపకలనీయ తల సమీకరణము (౫ ౨౩) ౧ = 0 అవుతుంది. . వ. 
అ —¥-n+(R-n.(Ghb-k)=0 లేక ఆ-బ(య-ఖ=0 —(2) 
వధ ఎస. (Rb —kt) + (R-r) : tb - kt- Zn -k2n) = 0 లేక 


k+(R-r-(tb-kt)=0 అవుతుంది జ) 


లాక్షణిక వ(క్రము (చాపకలనీయ రేఖలు) (1), (2) ల నుండి ౯ ద్వారా పోవుచు ౫కు మరియు 
(tb. — kt) క్రి తశ అవుతాయి. లేక 
nA (tb — kt) (= rt +kb) కి సమాంతర మవుతాయి. 
డార్చాక్స్‌ సవశ(గt+kb) L(b-kt);tt+kbln 
(నుండి R-nin>R-rl| tt+kb 
= (R-)7 అను సదిశ €తో $= tan 1k కోణము చేస్తుంది. 
కావున చాపకలనీయ రేఖ (R -r) = ౫ (Tt + kb) — (4) 
రూపములో ఉంటుంది. 
(పతిగమన వ(క్రము (1), (2), (3) ల నుండి లేక (8), (4) ల నుండి 


SURI he Ie. ene 
A(k'tT-kt)-k=0 లేకగ% = రాలా కావున 


k(tt + kb) 


R-—rz= Tr అవుతుంది. 


ఉదా 18: ఒక వ[క్రము యొక్క. చాపకలనీయ ఉత్ప్ససన్నతలము, ఆ వకము యొక్క (పతి 
క్రీం దజమునకు ధ ఎవీయ ఉత్పన్న తలము అవుతుందని చూపండి. 
౮ యొక్క. ప్రతి కేందజ సమీకరణము 7, = 1౯+ (౮-5 1€ అవుతుంది. ---(1 
) యొక్క చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము (్ల-1-n=0 (9) 
' ఆవరణిక ; ౦, యొక్క ధృవియ ఉత్సన్న తలము 


(R-r,) ft =0 — (39) ల ఆవరణిక అవుతాయి. 


ఆవరణీకలు- ఉత (న్నతలాలు- రేభాజన్యతలాలు ] 


(1) = t,S,=t+(C-S)kn-t లేక t, =n అవుతుంది. 
కావున (3) 

[R-r-(C-S)t]l:-n=0 J5(R--n=0 —— (2) 
అవుతుంది. 


కావున వాటి ఆవరణికలు అనగ వక్రము ౮ యొక్క చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము దాని | 


కేం దజము C, యొక్క ధృవీయ ఉత్సస్న తలము అవుతుంది. 


ఉదా 19: చాపకలనీయ ఉత్సన్న తలము యొక్క ప్రతిగమన వకము యొక్క వః 
వ్యాసార్హము, విమోటన వ్యాసార్హములు కనుగొసండీ. 


అంతరాళములోని ఒక వృకమునకు ఒక బిందువు 7(5) వద్ద గీసిన చాపకలనీ. 


సమతలము (£1) . 1 = 0 అవుతుంది we 
౨ (R-1.(tb-kt)=0 35 (R-1.(B-tandt=0 —(@; 
tan¢=5. 


వ R-2-(-m-k tan on - sec 0 సీ t)-tang=0 లేక 


2-2. t=sinpcosd శ్రీ —— (3) 

(2) 3 
R-7)-b=tan¢ R-1). t= sin gg =A —— (A) అయిన 
సె T= (cot) —— (4) 


కావున (పతిగమన వ[కము (1), (2), (3) ల నుండ వస్తుంది. 
(2) = 


R-r)-b=tan¢(R-r).t = = R-r=}X(b+cotot) 


R కు సంబంధించిన జ్యామితీయ రాశులకు, 1 పాదీక (వ్రాసిన 
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ete (1 t లాలు) 
న. (6061 + b) + co on — 7 


కన ea క 
వ్‌ EG 





“. t,=cosot +sin¢b _—— (5) 


య k,n,S,! = (- sin థ€ + cos m2 + (k cos ¢n -- 7 sin on) 


On de 
= (- sin @¢t + cos ¢b) ణ్‌ 
dS 
k= fe ;n, = sin (+ cos9b (0) 
(6) 3 
0న as dS 
గ్‌ = ET = గప 60566 $33 (4-2 నుండి) 


= స్టా (sin? థి న 60566 6 ప (3-8 నుండీ) 
d/. 6వ. 
= (05౭2 స్వ (3102 @ 1) — (0) 
b,=t, An,=-n (5,6 అ నుండీ) 


dS క 
కప ఇత సక = (6-0) = k (€- cot ¢b) = k (sin @¢t — cos pb) 





sin థీ 
1 
“sing ేే 
3 మహ్‌ sin 6 | 1 3 9 dS శ 
ern 0 డా లక ! ర! =p [sin2 0 1) ——— (B) అవుతుంది. 


(0), (9) లు చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము యొక్క '(పతిగమన వ[కపు వృక్రతా వ్యాసార్హము, 
విమోటనా వ్యాసార్ధము లను సూచిస్తాయి. 


ఉదా 20: 2= 0/2 =4ax;x= 0,y2=4bz © ద్వారాపోవు ఉత్పస్న తల సమీకరణము 


కనుగొనండి. 
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2=.0, ౪2 = 428౫ను స్పర్శించు సమతలము 
a | 
y=mx+- + 42 అవుతుంది. ఈ సమతలము ౫ = 0, ౪2 =.4b2ను కూడ స్పర్శిస్తే 


సమతల సమీకరణము 


న 


b 
y = ౧2 + 7 రూపములో ఉంటుంది. 


Im a 


mbz a. 
y= mx +2bz = ఏ రెండు వకములను స్పర్శిస్తుంది. ఈ సమీకరణమును 1 


ద్‌ షా పాక్షిక అవకలనము చేసిన 





bz —a a2 
ద శరా జాలా = 0 లేక ౧2 = 
am ax + bz 


అవుతుంది. కావున ఉత్పన్న తలము (ఆవరణిక) ఈ రెండు సమీకరణముల నుండి ను 


తొలగించిన 2 = 4 (2x + 02) అవుతుంది. 


ఉదా 21: ౫=0,22 = ఉడి ; x= a, y? = 4az అ ద్వారాపోవు ఉత్పన్న తలము యొక్క 


3x 
a అంచు ఈా = జ్యా చే సూచింపబడుతుంది. 


x = 0, 22 = 4ay ని స్పర్శించు సమతలము 


z= my += + నే కాని లేక 


7 = చ. సెం చే కాని సూచింపభడుతుంది. 
m m jm 


ది x = 8, ౪2 = 482౭ను కూడ స ఏర్భించిన సమతల సమీకరణము ' 
y= వ + జు రూపములో ఉంటుంది. 


ప ర 3 
= le +2)= am Sess) అవుతుంది. ' 
m {m. m 


కావున ఇవ్వబడిన "రెండు పరావలయములను స్పర్శించు సమతలము 


a (d+m. 


z= my FA 


x.లేక fm) = = mx -— 2my + z= రతస్రుతుంది. 
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(పతిగమన అంచు పె సమీకరణము, f (M) = 82208 - 2my + 2 = 0 మరియు 


f (mM=6mx-2y=0 లనుండి ౧ తొలగించిన వస్తుంది. 








అ గు = స్ట రి యి=0ను (9౫) చే భాగించిన my, =0 
అనగ [2-21 (౫) + 3 =0 లేక m= అవుతుంది. 

గ్రీణ=0 ను చే భాగించిన 3 - 24 డే కు 

౨ మని మ2 (30) + 9 (392) వల లేక [క = ర అవుతుంది. 


(m2 = m౩? - mM ; 95 = (12) ల నుండి 


2 _ ya- a-x 8 
9x2 3 "౬ 92 


టు ర Oe ము పతిగమన అంచును సూశీసుంది. 
= ఒకా ా “3(a-x ట్ట ఛిస్తుం 
ఉదా 22: 2= 0౮2 = క 2 = 0, --2)2 = 422 అను పరావలయముల ద్వారాపోవు 
ఉత్పన్న తలము యొక్క (ప్రతిగమన అంచు వ(కము 
(a+y2=3a(x+y+2), (2 +y)} = 27425. 2 = 0, y2= 48 ను స్పర్మించు సమతలము 
y=mx+ = +2 రూపములో ఉంటుంది. ఈ సమతలము 


మ= 00-22 = 42 ను స్పర్శించిన సమతల సమీకరణము 


-2=22+(స్టా- 2) 450, ౮-ఖ = 2౭కి రూపములో ఉంటుంది. 


a a m 
జ _ ఒడి ఇరా లేక Fre అవుతుంది. 


a m స 
అనగ y= 95 + న హా 2 అను సమతలము ఈ రెండు పరావలయముల స్స రిస్తుంది. 


అనగ (mM) = ఇతి - 2 (x +y+2)+m(a+y)-a=0 అవుతుంది. 


జ fn = తం - 200040 +20 +(a+y=0; 
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జ్‌ త టు త్న Buss 
fom = 6ముు 2(x+y+2)=0 = m= గు 





కావున f 
f= 0: ద లక అవుతుంది. 


(m2)2 = m3 . m ; (॥3)2 = (2 
m(a+y)?=3a(x+y+2);{(a+y)} =27a2x 


దత్త ఉపరితలము యొక్క (పతిగమన అంచును సూచిస్తుంది. 


ఉదా28ః ౫= 6t, y = 3t2, 2 = 2t3 (పతిగమన అంచుగా కల ఉత్పన్న తలమును కనుగొనండి. 
ప్రతిగమన అంచు ూ = (64302, 213) 2 7 = (6, 64 62) ( బిందువు వద్ద వ[కము 
0 స్పర్శరేఖను. క ar సూచిస్తుంది ; ఉత్సన్న తలమునకు (పతిగమన అంచు యొక్క 
స్పర్శరేఖ జనకరేఖ అవుతుంది. కావున ఉత్పన్న తలముపై చలన బిందువు స్థాన' సదిశ 
R(x,.y,2) అయిన 
x ఆ St _J-3t* _ జ్‌ వ 


R=r+)r లేక మానవ క్‌ ఆసా (= 6% 


ల నుండి పరామితి (1) ని తొలగించవలెను. 
xt —y = 3t2 ;yt—z = t3 = t(xf-—y) = 33) = 3 yt 2) లేక 
2002 4yt +32 = 0 అవుతుంది కాని 32 -౫t + y = 0. 


t2 t 1 
ఫు ద ద చ లేక 
3zx-4y2 9z—-xy 92-32 


(92 x9)? = (12y - ౫2) (32౫ - శృ) ఉత్పన్న తలమును సూచిస్తుంది. .. 


ఉదా 24: ఒక ఉత్పన్న తలము రెండు దత్త వకములను ఆవరించి ఉంటుందని చూపండి. 
ఒక. సమతలమునకు. సాధారణముగ (3) పరామితులుంబాయి. ఆ సమతలము ఒక 

వక్రమును స్పర్శించిన ఒక సరామితి తొలగించబడుతుంది. ఇంకొక వృక్రమును స్పర్శించినక 

ఇంకొక పరామితి తొలగించబడుతుంది. ఏక పరామితీయ సమతలముల 'ఆవరణిక ఉత్పన్న 


తలము అవుతుంది. 
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3.10 ద్విపరామితీయ ఉపరితలములు ; 
2 ఏలు స్వతంత పరామితులయిన f(%, y, 2, 8, 0) = 0 అను సమీకరణము 
౧2 ఉపరితలముల సముదాయమును సూచిస్తుంది. ఈ సముదాయము యొక్క ఒక్కొక్క 


ఉపరితలమునకు 2, bలు స్థిరరాశులవుతాయి. దీనిని (8, b) = 0గ కూడా |వాస్తాము. 


లాక్షణోక బిందువులు ః 
f(a, B) =.0, [4 + ర్‌ం, B + 50) = 0లు రెండు సామీప్య ఉపరితలములు అయిన పె 


రెండు సమీకరణములు వాటి ఛేదన వ్యక్రమును సూచిస్తాయి. మొదటి ఘాత పదముల వరకు 


ఉజాయింపుగ ఈ సమీకరణములు 
జ 


షయ B) = 0, f(a, B) + (sa +వర) =0 లేక ' 


of of 
f(a, B) = క. ర్‌ం సస రిస అవుతాయి. 


ఈ వ్మకము రిం: 50 పె ఆధారపడి ఉంటుంది కావున న్‌ = % అయిన వక సమీకరణములు 
fa, గు = 0, f. + Mf, =0 అవుతాయి. ర్‌ం, రీగి లు స్వతంత రాశులు కావున ౫ విలువ ఏదైనా 
ఉండవచ్చును. అయితే వృక్రము అవధి రూపములో ౫ పె ఆధారపడి ఉంటుంది. ౫ యొక్క 
అన్ని విలువలకు అవధి రూపములోని వృక్షము f= 0,1 = 0, f, = 0లచే సూచించు బిందువుల 


ద్వారాపోతుంది. ఈ బిందువులను లాక్షణీక బిందువులు అంబాము. 
A 


ఆవరణిక ; లాక్షణిక బిందువుల బిందుపథమును ఇవ్వబడిన. ఉపరితలముల సముదాయము 


. యొక్క ఆవరణీక అంటాము. ఈ ఆవరణికను f= 0 = f= f,ల నుండి 6, గలను తొలగించి 


కనుగొంటాము.. 


ధర్మము ః. ఆవరణిక ఒకొక్క ఉపరితలమును అనురూప లాక్షణిక బిందువుల వద్ద స్పర్శిస్తుంది 
లేక ఆవరణిక, ఉపరితలము లకు లాక్షణీక బిందువుల వద్ద ఉమ్మడి స ్ప ర్శతలము ఉంబుంది, 


లాక్టణిక బిందువులు f= 0, ్న = 0, శే = 0లచే సూచింపబడుతాయి.. మరియు ఆవరణిక 


వీట్‌ నుండి 6, గలను తొలగీంచిన వస్తుంది. కావున ఇ, లను ౫, ౪, 2ల (పమేయముగ భావించి. 


' ఆవరణికలు-ఉత్సన్న తలాలు-రేభాబన్యతలాలు f97. 


f.=0 గే = 0ల నుండి కనుగొని [6 0) = 0లో (పతిశ్లేపిస్తే [0, 0) = 0 సమీకరణమే ఆవరణిక 
ఆవుతుంది. ఉపరితలము, ఆవరణికల అభిలంబరేఖలు 

Vz (fff) 79 తి = కుం y, 2, 063 2), 806౫ 2)) 
అనగా VE=xi fe ళ్‌ a + శే B,) : Vf=f, Va+ f, ₹0 = Vf (.: ప. 
అనే సూచింపబడుతాయి. VE= vf 3౫ ఉపరితలము, ఆవరణికల అభిలంబరేఖలు తదా రా 


(లాక్షణిక బిందువుల వద్ద) స్పర్శతలములు ఏకీభవిస్తాయి. 


సిదాంతము ః 
F(x, y, 2, 2 0, అ= ౦ అను ఉపరితలమునకు పరామితులు 2, b, ౯, fla, b, ఎ= ౮ 


ఆను. సంబంధము కలిగి ఉన్నప్పుడు ఆవరణీక 


FE. F F. 
Fa = గ = ల్‌ “లనుండి ౩,b,6 లను తొలగించగ వస్తుంది. 8&,bలు 
| b c. 


స్వతం|త పరామితులు, 6 పరామితి 8, లతో 112, b, 6)=.0 కలిగి ఉన్నదని అనుకొనిన 


ode dc 
F(a,b,c)=0 = క్‌ + _ 


f(a, b, ) = 0 = కశమ వ్‌ =0క్చీశక్ళే ళ్‌ ఫ్లై = 0 అవుతాయి. 


'ఆవరణిక లాక్షణిక బిందువుల బిందుపథము అవుతుంది కావున (4) సమీకరణములు 


FEF 
F=0,f=0,7™ క జడా జడ్జోల నుండి 2,0,0 లను తొలగిస్తే వస్తుంది. 
'f f, be 


ఉదా2కః గ ఓ.లు పరామితులయిన 


(1 — HE aE ల +(1- 2) ఫ్‌ =p ల ఆవరణిక కనుగొనండి 
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x y z 
fA = (1-0) = ++ +1 7=-A+n=0 — (1) 
mae: Hy Pz . త dy ఏ am 
కా ఇ వ ss న -1=0 —— (2) 
. be(a-x) be(x+a) (౧ 
A= obit “yb (సమీ. (2) నుండి) 
i 20022 ల cy + bz ణ్‌ b2c2 (a2 — x2) (cy —bz) 206 
a2 (cy - bz) be a2(cy—-bz)?be . 6-92 
మల bz2 bz2 Mas 
> హ్‌. “be 22 ఇ లల 
x2 2 22 
క +12 షన్‌ 1 అవుతుంది. 


ఉదా 26 ; ఒక సమతలము నిరూప కాక్షములతో a, 0,6 అంతరండము లను 


8-2+5-2+ ౮2= 2 అగునట్లు చేసిన ఆవరణిక సమీకరణము (వాయండి. 


yz le. Lal 


xX క్షే 
05395 ఇక్క ర= జై +5 +గ -1=0)%2 5, అ= సై శా 7 - ౮ = = 0 
F డా F -—2 F =; అరల: —2 —2 


జ a£’ b 26 6 Merge Tae 


ax 
లేక Des వ F=0 ౨.22 + y2 + 22 = 2x మరియు 


f=0 ++ క 2 లేక 2 + 32 + 22 = K2 


దత్త సమతలముల ఆవరణిక అవుతుంది. 


ఉదా271 L+mMy+nz2=p అను సమతలము a ఆవరణిక 


2 
rib? + PoE 0 అయినప్పుడు కూ + yp = 22 అని చూపండి. 
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F(l, m,n, x, y, 2) = Ix + my + nz ~p; f(l, m, n) = a212 + bm? + 200 


F =x, F =y, E =z, Fel ;f =2a21, క్ని = 20200, f అర = 2n 


Hn hn hh x yz -1 
f, f- f: గే 2221 2b2m 2 2౧ 


— NX — Itty 
= Y= మ్ల అతాతతాజయు లన్‌ మా అనా క 
22 9 వ b2 »D nz 


ఈ ఫలితములను F=0 లో కాని f=:0 లో కాని (పతిక్లేపించిన 
x2 y2 
= +g 22 = 0 - పరామితులు లేని సంబంధము వస్తుంది. ఇది దత్త సమతలముల 


ఆవరణికను సూచిస్తుంది. 


ఉదా 28 £ ఏకనాభీయ శాంకవజములకు (6, 0, గ) నుండి అభిలంబరేఖలు గీయబడీనవి. 
లంబపాదముల వద్ద కల స్పృర్శతలముల ఆవరణికచే సూచింపబడు ఉత్పన్నతల సమీకరణము 


కనుగొనండి. 


x2 9 z2 క ates 
——— + స + రానా = 1 లు ఏకనాభీయ శాంకవజములు. 
rl Rr wer స 


Sk. Jey... om ఆహర 
ry: er wg అ ంది. 
2x, 2y, 22, 


22-2౧ b2-} c2—y 


(ర్న వః ఇ). వద్ద గీయబడిన అభిలంబదేఖ 





ఈ అధభిలంబరేఖి (6, గ, గ) ద్వారా పోయిన 


న by, "Y=2, 


కాలా 
తాను 











wy - Y1 2 
22-౫౧ b2-్న} c2-}్న 


(= 7) లేక శాంకవజముపె బిందువు 





a(a2—) B(b2-) ౪(62-౫) 
nn 
అవుతుంది. ఈ బిందువు వద్ద స్పర్శతలము 


ax By Vz 
=1,(t=y-A 
iat Rl ert తా 
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అవుతుంది. ఈ సమతలము ఒక పరామితి € (లేక 7) ని కలిగి ఉన్నది కావున దీని ఆవర 
ఉత్పన్న నీ తలము అవుతుంది. 
సమతలమునుf{t) = చి + At? + Bt + 6=0 అనుకొనిన 
ft) = 3t2 శ 2At + B = 0 అవుతుంది. 
= 3f- tf! = At? + 2Bt + 3c = 0. 
చివరి రెండు సమీకరణముల నుండి € ని తొలగించిన ఆవరణిక 
(9C — AB)? = 4 (3B - A2) (3AC - B2) ; 


(A, B, C లు పెన సూచించిన రీతిలో) అవుతుంది. 


3.11 న్యూ ఉపరితలములు (Serolls) : 


జనకరేఖలు ఇండించుకొనని రేఖాజన్య ఉపరితలములను స్కూ ఉపరితలము లంబామః 


83.7 లో క్షుప్తముగ చర్చించినాము. 
ఒక రేఖా జన్య ఉపరితలము దానిపె కల వ కము (నియత వకము - directrix లక 


'ఆధారవ్మకము) మరియు ఉపరితలము, వకముల ఉమ్మడి బిందువుల వద్ద కల జనకరేఖల దిశచే 


పూర్తిగ నిర్దారింపబడుతుంది. 


p( 


Ta™(t) 





“పటము 3.7 
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ఉపరితలముపె r=r(t) అను సమీకరణము కల వ[క్రము C, A దానిపె బిందువు 1 = 1(0 
అనునది & ద్వారాపోవు జనక రేఖ పె యూనిట్‌ సదిశ, ఉపరితలముపె బిందువు P స్టానసదిశ R 
అయిన = 3౫+ i రేఖాజన్య ఉపరితలము అవుతుంది. 

స్కూ ఉపరితలమునకు C ఆధారవ|కము, A,(r), A(r + dr) అ దొ ఇరాపోవు 
సామీప్య జనకరేఖలు క్క, క్క అయిన ఈ జనకరేభిలు క్ల, క + dg © దిశలలో ఉన్నవనుకొనిన ఆ 
జనక్రేఖలు R =r + Ag, R = (r + dr) + ౬ (౪ + dg) అవుతాయి. 


CLAS ea సతతము 


వీటిమధ్య అల్సతమ దూరము ఏ.D, = gard జ [g A ళ్‌! 


కావున దత్త ఉపరితలము (1) ఉత్పన్న తలము అగుటకు (11) సూ ఉపరితలము అగుటకు 


ఆవశ్యక పర్యాప్త నియమము [tక్రక్ల'] = 0 లేక [tక్రల] = 0 అగును. 


ఉదా 29 : 2,b, 6, గలు పరామితి € యొక్క (పమేయములయిన సరళరేఖ ౫ = 22+ 6, 


y = bz + గి జనకరేఖగ కల 'రేభాజన్య ఉపరితలమును గురించి చర్చించుము. 








t= న్‌ా = 15 =z = welsh టు 1), g'=(a', 0, 0) 
ఈ చేభాజన్య ఉపరితలమునకు 
a’ pO 
tgg]=| a b 1| =aB' -bu,, 
a'b 0 
రేఖాజున్య ఉపరితలము ఈ రాశి శూన్యమయిన ఉత్పన్న తలము అవుతుంది. లేకున్న సూ 


ఉపరితలము అవుతుంది. 


ఉదా 30: ఒక వక్రము యొక్క (1) స్పర్శరేఖ, (11) ఉపాభిలంబరేఖ, (111) (ప్రధాన 
అభిలంబరేఖలు జనకరేఖలుగా కల రేభాజన్య ఉపరితలముల గురించి చర్చించుము. 


Gh) రజక + సల = g=t కావున [ళ) = 0౦ అఉత్పన్నతలము 
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(11) g =n కావున [tgg'] = [t, n, (tb —kt)] = 7 [00] = 7 
(ig = b కావున [tgg')] = t[tbn) = t. 


చివరి రెండు సందర్భాలలోను రేఖాజన్య ఉపరితలము స్కూ ఉపరితలము అవుతుంది. T=0 


అనగా ఆధార వక్రము సమతలములో ఉన్నప్పుడే ఆ ఉపరితలము ఉత్సన్నతలము అవుతుంది. 


8.12 రేభాజన్య ఉపరితలమునకు స ఎర్గతలము 8 


r=r(u, v) ఉపరితలమునకు అభిలంబలేఇ rN కు సమాంతరము అవుతుందని 


చూసినాము. కావున (1) బిందువు వద్ద ఉపరితలమునకు గీయబడిన స్పర్శతల సమీకరణము 
[R-—7r),R,, R, |= 0 అవుతుంది. రేఖాజన్య ఉపరితలములకు R = + ఇళ్ల అవుతుంది. 


పాదిక [ఇతో పాక్టిక అవకలనమును, లతో పొక్టిక అవకలనమును సూచిస్తాయి. కావున 


R, = ఖా a v8, R, = క్ర అవుతుంది. 
వా స్త ర్శతల సమీకరణము [R ~r,r, + v8, g] = 0 అవుతుంది. 
సూచన : రేఖాజన్య ఉపరితలముపె చలన బిందువు 


G=az+an=bz+B,(=z, (a,b,a,B ow t (పమేయములు కావున కి, 1, రీలు 
t, 2లు ప్రమేయములు) 


అయిన R=(E,n,d, r= (22 + 0, bz + 8, 2) అవుతాయి. 

= R, =(&'2 + 0), bz + B', 0), R, ={a, b, 1) 

= RAR, = (b'z + B'-— (az +00), b(a'z+ al) —a(b'z + B)) 
"వున P(7) వద్ద రేఖాజన్య ఉపరితలమునకు స్పర్శతల సమీకరణము 

(6 — (az + ల) (b'z + ౧) - tn — (bz + 0) (az + 0) ౫ (6-2) 

(0 (a'z + 6) - 2 (02 + |") = 0 అవుతుంది. దీనినే 


(ab + 0) (bz + 80 - tn - (bE +B) (a7 + 0) =0 గ కూడా వ్రాయగలము. 
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ఈ సమతలము ధ=&ర్‌ + 6, ఇ = శీర్‌ + గ అను సమతలముల ఛేదన రేఖ అనగ (t, 2) 


దా ఏరాపోవు జనకరేఖ ద్వారాపోతుంది. 
2 గ 6 = 0 లేకళ్చా = (= సు అయిన 


స్పర్శతల సమీకరణము (క్రి - 8 6-0) -౫ (౧ -3ర్ట- 8) = 0 గ మారుతుంది. దీనిలో 2 
పదములు లేవు. 

= € ఇవ్వబడిన (అనగ ఉత్ప్సన్నతలము యొక్క (ప్రత్యేక జనక చేఖకు) అన్ని బిందువుల వద్ద 
ఒకే స్పర్శతలము ఉంటుంది. &'B'-ba' =*0 పనే స్కూ్యూ తలము యొక్క (ప్రత్యేక 


జనక రేఖకు (t, 2లు ఉన్నందున విభిన్న బిందువుల వద్ద విభిన్న స్పర్శ తలములుంబాయి. 


సిదాంతము।; 


వూ 


(1) ఉత్పన్న తలము యొక్క స్పర్శతలము ఒకే పరామితి కలిగి ఉంబుంది. 
(2) రేఖాజన్య ఉపరితలము ఉత్పన్న తలము అగుటకు (పత్యేక జనకరేఖపె అన్ని 

'బిందువుల వద్ద ఒకే స్పర్శ తలము ఉంటుంది. (ఇంకొక నిరూపణము) 
r(t) ఆధారవ్మక్రముపై బిందువు, g(t) జనకరేఖ వెంబడి యూనిట్‌ సదిశ అయిన రెఖాజన్య 
ఉపరితలముపె బిందువు P(t, ౪) యొక్క స్థాన సదిశ మె =7+౪౪ అవుతుంది. దీని 
అభిలంబలేఖ R, A R, కి సమాంతరము 

టా ఈ అభిలంబరేఖి (r+ ve,) / కక సమాంతరము. 

ఒక [ప్రత్యేక జనకరేఖకు t స్థిరరాశి అవుతుంది క ఈ జనకరేఖపె కల అన్ని బిందువులకు 
ఒకే స్పర్శతలము ఉండిన (ry + v8) ౧ క్ష అను సదిక V౪ పె ఆధారపడదు. అనగ స్పర్శతలము 
ఒకే పరామితిని కలిగి ఉంటుంది. —— (1) 


అ rng=0;gng=0 


= క్యా=0 dకr=/g;g,=0 లెక క్ష = క్ర 
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ఆ ౯= స్ట్రీరరాశి, క్ర ఆధార వ|క్రపు స్పర్శరేఖ అవుతుంది ; జ్ర స్థిర దిశను కలిగి ఉంటుంది. 
౨ ఆధార వ(కము బిందువు, R=r+vr, ; స్టూపాొకొర ఉపరితలము. 
2 ఉపరితలము శంకువు, వ(క్రము యొక్క .స్పర్శరేఖలచే ఏర్పడు ఉపరితలము ; 


పెన పేర్కొన్న అన్ని ఉపరితలములు ఉత్పన్న తలములే అవుతాయి. --(9) 


స్పర్మోపరితలము :£ 1 =1(3) అను వకము యొక్క స్పర్శరేఖలు జనకరేఖలుగా కల 
_ ఉపరితలమును స్పర్శోపరితలము అంటాము. 
దీని సమీకరణము R(8, 1) = (8) + ౪౯ (9) అవుతుంది. 
[1 - వాస్తవ పరామితి, | | స్పర్శబిందువు P (s) నుండి (3, స దూరము ; PP = a2t 
అయినu>0;PP=-a2t అయిన ఇ€0). 
అంతరాళములోని (ప్రతి వ్మకము, తరగతి 2 2, వక్రత = 0-కలిగిన దానికి ఖనురూపముగ 
మూడు ేఖాజన్య ఉపరితలములు - స్పర్శోపరితలము R =r + ut, 


_ (ప్రధాన అభిలంబీయ ఉపరితలము =] + లు మరియు ఉపాభిలంబీయ ఉపరితలము 


R=r+ub లు ఏర్పడుతాయి. 


8.18 కొన్ని నిర్వచనములు ! 
1. కేంద్రీయ బిందువు 8 ఒక రేఖీయ. ఉపరితరిమునకు కి, క లు రెండు సామీప్య 
జనకరేఖలు, వాటి అల్పతమ దూరము క్షిను Pివద్ద ఖండించిన క్ర - క్ష అయినప్పుడు ౨-౨ ౮ 
అవుతుంది. ఈ బిందువు (0 ని కేంద్రీయ బిందువు అంటాము. 

అనగ ఒక జనకరేఖి యొక్క కేందీయ బిందువు ఆ జనకరేఖ దాని సమీస్య జనకరేఖల 
అల్నతమ 'దూరముతో. జనకరేఖ ఏర్పరచు ఖండనబిందువు యొక్క అవధి రూపము అవుతుంది. 


2. Striction వజ్రము (శేఖ) ; ' జనకరేఖల ss బిందువుల ౪ బిందుపథమును Striction 
క అంటాము. 
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8. విభాజనీయ పరామితి ౩. ఒక జనకరేభి క్కి యొక్క విభాజనీయ పరామితి గని రెండు 


సామీప్య జనకరేఖల అల్బతమ దూరము, వాటిమధ్య కోణముల నిష్పత్తికి అవధి క్స్‌ 


Li S.D 
వా Pp క్క్‌ాకి dy 


అ డగ 





పటము ౩.8 


రేఖీయ ఉపరితలము R = + షక అయిన విభాజనీయ పరామితి 
కక /, dr 
ptt) వు క? | [1 = వ అవుతుంది. 
కేంద్రీయ బిందువు - మరికొంత వివరణ ః జనకరేఖల మధ్య అల్పతమ దూరము యొక్క 
అవధి రూపము ౫ అయిన మ ఉపరితలములో ఉంటుంది. 


= m-n=౦0-౪, సమీకరణము 1౫ = + ఇళ్ల అయిన గ: క్ర = 0 అవుతుంది. 
కావున Mm = Ag ౧ n అవుతుంది. 


'క్క్‌ దిశ ౪ + రిళ్ల అయిన (8౪+ 69). 2=0 ఆ ల - = 0 అవుతుంది. 


2 g.-.(g్నan=0> (gag)-n=0 


క) సమీకరణము R=r+ug నుండి R,AR,=Hn= (+ ఇళ్లు) ౧ క 
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౨ (ga ర ౧ + ఉక గంక్రు=0= (8౧కు (ో౧ళకు+ (6౧కి 
౨ (క) (౪-9-5 కుర భఇ+౪[(5-౪)(౯-క)-(౪'-౯€2|=0 
= g.r+ug?=0 (= g§=1,g:g=0) 


ఈ సమీకరణము నుండి ఇ కి ఏకెక విలువ (క్రో? ఇ 0 అయిన) వస్తుంది. ఇ యొక్క ఈ 


విలువకు కేంద్రీయ బిందువు R= r + ౪g అవుతుంది. 





== 0 me pa ' = 
ఉదా 31 : మున = y-B = ప కా bi ఒక స్కూ తలమును జనింపచేసిన జనక రే; 
యొక్క విభాజనీయ పరామితి కనుగొనండి. 


ఈ స్కూ్యూ తలమునకు రెండు సామీప § జనకరేఖలు. 








2-01 y-B చ) x-(a+dy y-Br+dBD) 2-y+tdn తక 
గణ 1+ dl “— m+dm — ‘n+dn 


(a 
(1 
అ 
Ht 


r=a+}్నin;r=(a+ da) + i(n + dn) అవుతాయి. 


[ndn 42) 


వి అల్బతమ దూరము న్‌.D = ప. 


అవుతుంది. 


lInndnl=Y(n-n)(dn.dn)-(n-dn)? = Vdn-dn =sin dy 





కావున విభాజనీయ పరామితి = p= వ? = రన. అవుతుంది. 
కార్టీజియన్‌ నిరూపకములలో ఇది 
da dB dy 
(త dm dn. జానాతి అవుతుంది. 
ll m man 


ఉదా 82: షా సమస్యలో StrICti0n వకము, జనకరేఖల ఖండన బిందువును (కేంద్రీయ 


బిందువును) కనుగొనండి 
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రేఖాజన్య ఉపరితలము యొక్క రెండు సామీప్య జనకరేఖల, అల్పతమ దూరము ఆ 
ఉపరితలమునకు జ్యా అవుతుంది. కావున ఇ P అయిన అల్పతమ దూర శేఖ 


ఉపరితలమునకు స్పర్శ'రేఖ అవుతుంది. దీని వెంబడి సదిశ ఇ అయిన 
m-n=0, m.(n+5n=0= m-dn=0 లేక M= p(n A dn) 


రూపములో కాని = 600౧౫) రూపములో కాని ఉంటుంది. ౫ యొక్క ఒక విలువకు 
దత్తరేఖపె కేంద్రీయ బిందువు 2 + ౫౫ అయిన ఈ బిందువు వద్ద స్కూ ఉపరితలమునకు 
స్పర్శ్గతలము [r-(a+ ౫n),n, (2 + ౫n)] = 0 అవుతుంది. కావున స్పర్శతలమునకు (లేక 
అల్బతమ దూరరేఖ యొక్క అవధి రూపమునకు) అభిలంబరేఖ ౫౧ (&'+ ౧౫) ఆపుతున్రన్‌ 


క న 0 లేక 


q(n An):(mnaa'+్మAn్నan)=0= (n-n(m-a)-(n .n)(n-a) 
+[n .n)(n':n)-(n: ॥')? |= 0 అవుతుంది. 


క a') 


(n A n) క (n గ a) లేక Ass అన్తుతురదిః 


₹ me (nan)? 


కావున కేంద్రీయ బిందువు ఈ జనక రేఖకు & అవుతుంది. 


కార్రీజియన్‌ నిరూపకముల లో ఇది (6 + ౧న 0 + ౧0, y+ An) అవుతుంది. 


గ్‌ (యు ము (a "— my) సీరమ్‌. 


ఇలు మ (mn' — m'n)? 


ఉదా33: x=22+0 y =bz +B (a, b, ౬ [లు t |పమేయము అయిన) స్కూ్యూ తలము 
. యొక్క జనకరేఖ అయిన దీని విభాజనీయ పరామితి కనుగొనండి... | 


L డ్‌ i న (0,8, 0), g= (ఇ, స, 1D 





a. 
రెండు సామీప న. జనకరేఖల మధ్యకోణము గ అయిన. 


ప gat + రg)| క గక! ర | 
side gly sgl TT 23 


188 | అపకలన జ్యా! 


_ lgdgdr] - ర gg] 
అల్బతమ దూరము 5.D. = rer లోక en dt 
విభాజనీయ పరామితి 


మం (కక). 9 0-00 d+ a2 +52 
vy lgagl* “1812 = al2 + b2 4+ (ab' — 202 అవుతుంది. 


p= 


సూచన : ఉదా 31 ని ఈ పద్దతిలో సాధిస్తే 
r=(o,B,y,g=(l,m, n) అవుతాయి కావున 


a B ౧ 
1m n | (ll+m?+n2) 


1 m mn we 
= ™™™TgG IT cline rf 02. క్‌ 
Pp (mn! మలు + (nl 02+ (Im' - Hm)? అలక 


mn 
da dB dy 
1 m mn 
411 dm dn- | 
= 2 2 జానే 
TTT TT తన తా 
da 640 dy 
l m mn 
= dl dm dn 
© d-nd) (dn)? +0- m2) (dm? +0 - PB) (dD)? - 2mdldm + mndmdn + nldndl) 
da dB dy 
శే man 
61 dm dn 


 (d1)2 + (dm)? + (dn)? — (ld + mam + ndn)? 


(1, Mm, n) - (dl, dM, dn) = 0 అవుతుంది కావున 
da dB dy 
1m mn 


_ 11 dm dn జి 
PY: an an ws 
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ఉదా తశ; ఉదా. 33 లో StriCtion వ(క్రము జనకరేఖల ఖండన బిందువు 2 నిరూపకము 
$నుగొనండి.. 
r=(o B,0); (0,0 గ) = (2, b, 1) కావున ఉదా. 32 నుండి Striction వ కము, జనకరేఖల 


)ండన బిందువు యొక్క 2 నిరూపకము ౫ లేక 


—b'B' —a'a' + (ab' —a'b) 064! —af') త 
b2 + al2 + (abl — alb)2 


సు t 2 01౧1 2 ఓ iB!) 
8101 (1 + b2) — —b'B' 0 + a”) + ab (016! + a!p') అవుతుంది. 


al2 + b2 + (asl - a'b)2 


2 2 
X 
కదా తక్‌ ః 7 + వాం _ = =1 అను ఉపరితలమునకు Striction వ్మకము కనుగొనండి. 


4 ఉపరితలమునకు జనకరేఖ = 9 _2 డక 6 == అవుతుంది. 
a 51020 -& 6056 c 


డా (0, B, y= (a cos 8, a sin 6, 0), g= (l,m, n)= (asin 0, —a cos 8, ల 
-asind, B'=acos0,y'=0;l-1l=acos60,m'=asind,n'=0 


= a! = 


ney a | న 
2 (mn'— m'n) (10! - my) = 0 అవుతుంది. 


sews > (mn' —m'n)? 


"వున కేంద్రీయ బిందువు ౪= 2009 6,) =2౩౧60,2= 0 మరియు దీని బిందుపథము ఈ 


భమణోపరితలము యొక్క (ప్రధాన వృత్త ఛేదనము అవుతుంది. 


ఉదా 865 ఒక వక్రము దాని ఉపాభిలంబ శేథిలతో ఏర్పడు సూ తలము యొక్క 


Striction వ[కము అవుతుందని చూపండి. 
| అంతరాళము లోని. ఒక వృక్రము యొక్క రెండు సామీప్య ఉపాభి అం 


R=r+b;R=(r+80+n(b+ 5b) 
అయిన వీటి మధ్య ఆల్పతమ దూరరేఖ 
CR-—r,b,(ba5b)]=00), Rr + dr), b+ రు, ౧ = 06) 


అ ఛేదన రేఖ అవుతుంది. 
ఇపండు జనకరేఖ R = 7 + Xb, సమతలము (1) ల ఖండన బిందువు 


a అవకలన జ్యూ 
(b- &r, b + 5b, bn 6b] = (అవుతుంది. 
0 ౧8 = (0 ౧౨) ds లేక Ttds అవుతుంది. 
కావున ఇండన బిందువు 
Xb 6b t) = [or + b + 5b, t] = [t, b + 8b, t) ds = 0 ూరుతుంది. 
= Abb't]ds=0. [bnt] *0 కావున 4=0 
లేక Striction వ(కము R=r అనగ దత్త వక్రము అవుతుంది. 


సూచన: 


(1) ఈ స్కూ ఉపరితలమునకు విభాజనీయ పరామితి 
1 
p(t} = ఒక] 1 


CD వైఐ ౮ అవుతుంది. 


(2) (పధాన అభిలంబరేఖలు జనక రేఖలుగా కల స్కూ్యూ తలమునకు విభాజనీయ పరామితి 


[ఓ n, (tb - kt)] ళా 
12 + k2 లక Tie లలల 





అధ్యాయము - శై పె సమస్యలు- 


1. z2=౫2 +౪? ఉపరితలమునకు (1, - 1, 2) వద్ద స్పర్శతలము 22 - 27 - 2 జ. 
అవుతుంది. 
alyz+zx+x=xyz అను ఉపరితలమునకు అల కేందముగ కల 
గోళమునకు కల ఉమ్మడి బిందువుల వద్ద ఉపరితలమునకు గీసిన స్పర్శ తలము నిరూపక 
అక్షముల పై చేయు అంతర్జండముల మొత్తము స్టిరరాశి. అని చూపక, _ 
3. ఇక + 2x2 = 4 ఉపరితలమునకు (2, - 2, 3) "వద్ద [గా ఇ క) 'యూనిట్‌ 

ఆభిరింబరేఖి అవుతుందని చూపండి. 
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5) యూనిట్‌ అభిలంబరేఖ 


cgi 


2x22 — 3xy —-4x = 7 నకు (1,-1,2 వద్ద ce 


అవుతుంది. 
xyz = 4 ఉపరితలమునకు (x, Jy» z) వద్ద స్పర్శరేఖ 


«-x) (y- YY) (2- z,) 
జ్‌ J ర్న 





= 0 అవుతుందని చూపండి. 


2x22 — 3xy -- ఉం = 7 అను ఉపరితలమునకు (1, - 1, 2) వద్ద స్పర్శతలము 


“75౬ -- 3” + 82 అవుతుందని చూపండి. 


నరణీక్ష = ప్రతిగమన అంచు: 


ll, 


12. 


x y 2 
ఎన్టీ అమా నవక లిం లస. 
a+u b+u c+u 








= 1 అను సమతలముల వ్యవస్థకు, ౬ - పరామితి అయిన, 
(పతిగమన అంచు కనుగొనుము. 

c2 (+ వై + = =1 అను దీర్ణవృత్తజముల ఆవరణీక, (పతిగమన అంచు, 
6- పరామితి అయిన ప డు, కనుగొనండి. | 

al2 + bm? + 6౧2 =0 అయినప్పుడు 1x + my + ౧2 = 0 సమతలముల ఆవరణిక 


m2 3 జ 
a +p + న = 0 అవుతుందని చూపండి. 


x2 + y2= 4a (2- ఇ అను పరావలయజముల ఆవరణిక ౫2 + y2 — z2 అను శంకువు 

అవుతుందని చూపండి. ' 

ఒక వృక్రముపె కేం దము కలిగి స్థిర బిందువు ద్వారాపోవు గోళముల ఆవరణిక్క 

(పతిగమన అంచు కనుగొనండి. ॥ 

అంతరాళములోని ఒక వ[కము యొక్క సంస్పర్శక గోళ సముదాయము యొక్క 

లాక్షణిక వ(కములు వ[కతావ ఎత్తములని, ప్రతిగమన వ[కము అదే వ(క్రము అవుతుందని - 


చూపండే. 


తన్న తలము - న్యూ ఉపరితలము $ 


13. ఈ [కింది వకములు | పతిగమన అంచులుగా కల ఉతొన్వ తలములు కనుగొనండి. 


142. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


-ఆవకలన జ్యా 


(i) (ef, e జ్‌ గ్ర, (ii) (a 6036, a sind, 00) 
y=tx-t},z=t%y-t* అను ఉత్పన్న తలము యొక్క ప్రతిగమన వ 
—4z = 0, x} -2yz= 0 లచే సూచించబడుతుందని నిరూపించండి. 


F(x, y,z)=0 ఉత్పన్న తలమును సూచించిన 
F Fy, షా F 


XX 


je Fs Fr F wr | 
= 0 అవుతుందని చూపండి. 
F F 
zy zz 2 


F F 

Jp క న గ 
(i) (u, u2, ఇర (ii) (a cos 6, a sin 6, 66)ల సంస్పర్శక . ఉత్పన్న సతత 
(వాయండి. 
(i) z = 0, y2 = 4ax; zZ=c,x? = 4ayల ద్వారాపోవు ఉత్పన్న తలము, (11) క 


(పతిగమన అంచు కనుగొనండి. 


ఒక వ[కముపై బిందువు 7కు అనురూప (పతిగమన అంచు 
k(tt + kb) 
Rory 


ktrar) 
R=r ——— గ అవుతుందని చూపండి. 


అని మనకు తెలియును. ఈ సమీకరణము] 


కై Tr 


ఒక ఉత్పన్న తలము ౧౨2 4/2 = ౧2, 2= 622 +ం2 = 1, 2=-6 అను వ్యక్రము? 
ద్వారా గీయబడిన 2 = 0౦తో ఆ ఉపరితలము | ఛేదనము 


2y = cosa + ్మA 6050 ; (మ్‌ గ = స అవుతుందని చూపండి. 


ఒక ఉత్పన్న తలము (1) రెండు దత్త తలములను ఆవరించును, (11) ఒక వక్రము 


ద్వారా పోవుచు దత్త తలమును స్పర్శించును, (111) రెండు దత్త వృక్రముల ద్వా? 


- పోవునని చూపండి. 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
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z = 0, 4a3y3 = 02022; y = 0, 42028 = 6x ద్వారాపోవు ఉత్పన్న తలము 
(a2yz — 00202 = 4a2 (bzx + ay2) (62 + ఇ22) అనియు దాని (పతిగమన అంచు 


222 + cy = 0, a2yz — 002 = 0ల ఛేదన వక్రము అనియు చూపండి. 


శోంకవములు ౫౪ = 1, 2 = 0; ౪2 = శ, 2 = 1లను కలిగి ఉన్న ఉత్పన్న తలము యొక్క 


(పతిగమన అంచు 83? = 9(2 - 1౫2 శంకువుపె ఉంటుందని చూపండి. 
22 శద &2, 2 = 0; 32 + 22 = 02, = 0 


అను వృత్తములను కలిగి ఉండు ఉత్పన్న తలము యొక. (పతిగమన అంచు 


LEW DEES OT 
G-pf-G fess 


2 2 2 
xX Zz ఏ | 
7 2 + డా అను ద్వీర్ణవృత్తజము ౫ = 0, 2 + 22= 22 అను (పకాశవంతమయిన 


' వలయముచే పరివృత్తమయిన దాని నీడ ౫౪ - తలములో 


న a 
a2 b2-c2 ఇ2- 02 


చే గుర్తించబడునని చూపండి. 


జ్జ శ ణ్‌ pies y2 y2 z2 1 
x? శస +z It p+ py” = అను వ[కమునకు గీసిన ఎర్మరేఖలచే 


ఏర్పడు ఉత్పన్నతలము యొక్క ఛేదనము 2= 0 తలములో ' 


టల 2౧20 ౧2 22 
త pls ED leds 
xX y r 


(గు y=tx—t®,z= ty - టీ అను సరళరేఖలతో ఉత్సన్నతలము, 
(di) x = 2022 + 2t2z + 2t (1 — 3t), y = —2tz + 2 (3 + 4t2)లతో సూ తలము 
ఏర్పడులేదని చూపండి. 


2 gl 32 2 2 2 
x ర 2 xX y 2 i 
ఇ ee “AB 02 | 


ఛేదన వృక్షము వెంబడి మొదటి శాంకవజమును ఆవరించు ఉత్పన్న తలము యొక్క ' 


(పతిగమన అంచు. 
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28. 


29. 


30. 


31. 


తె2. 


అవకలన జ్యామితి 


x23 A2/8 (b2 223 20 223 (02 2223 (228 C23 (a2 _b2)23 i 
ఇ t+ 023 02 క్ష్‌ 


అను శంకువు పై ఉంటుందని చూపండి. 

ఒక ఉత్పన్న తలము x= 0, 32 = (2-1) (22 —-a);y = 0, x2 = (2-10) (22 - hi! 
అను వక్రముల ద్వారాపోయిన దాని (ప్రతిగమన అంచు x23 72/3 (2-2 = U 
అను స్టూపముపై ఉంటుందని చూపండి. 

ఒక ఉత్పన్న తలము 

2 = 0, 2= 226, y = 22% x= 0,3 = - 326, 2 = 4at3 

అను వృక్షముల ద్యారా హక దాని (పతిగమన అంచు 


y2 + ax = 0, 64xy = 922 పె ఉంటుందని చూపండి. 


2 7 
DDL DES GT NS ము 

Xe + y+ కాగా + రా గా =] 

Y a2 b ఈ) 


ల ఆవరించు ఉత్సన్న తలము 2౫ తలమును శ 
22 జి ల 
pg +5 pep రాలో ఖండించునని చూప పండి. 
a a(c0 — z) 
6056 + y sind = a, x sind — y 60056 = i నుండ 6 ను తొలగించిన 


ఉత్పన్న తలము వస్తుందని చూపి, దాని (పతిగమన అంచు సమికరణము [వాయండిీ. 


a,b,6pలుపరామితి t యొక్క (పమేయములయిన ax + by + 02= న యొక్క 


(పతిగమన అంచునకు ఈ సమతలము సంస్పర్శక లమ ల. చూపి, (పతిగమన 
2 % 19 న్నీ 
అంచుకు వక్రత విమోటనములు న .. మరియు మా 
అవుతాయని చూపండీ. 
| |! pt! 
జ ఇ! జీ! Ppp స p 
ఏ. కచ 
[22402402 = 11, క్రీ ఐ b b b" మరియు 1) = | 
॥ ట్ర b b' b'' b"'' 
6 66” 
c 6 6" 6 


ఆని ఇవ బడినది | 
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33. 


34. 


z=0, x2 +y? = 4a2; x = 0, y2 = Bess. అను వకముల ద్వారా రెండు 


. శంకువులు పోవుననియు వాటి శీర్షములు (28, 0, - 28), (- 22, 0, - 22) అని 


చూపండిీ. 
ఒక వృక్షము యొక్క ధృవీయ ఉత్పన్న తలము "ఆ వ[కము యొక్క (పతి 


కేందమునకు చాపకలనీయ ఉత్పన్న తలము అవుతుందని చూపండి. 


ది పరామితీయ ఉపరితలములు £ 


తెర్‌.. 


36. 


37. 


వరి. 


39. * 


40. 


= 050 511 +2 sind sin¢ + వ (0$=1(6,$ లు పరామితులయిన) యొక్క 
x ys 2 

ఆవరణిక - అ అ. ల =ర్చా = 1 అవుతుందని చూపండి. 

నిరూప ఏకాక్షములతో = ర్‌ = ఘన తరాల చతుర్ముఖి (tetrahedron)ను ఏర్పరచు 

సమతలము యొక్క ఆవరణిక 273/2 = k* అని చూపండి. 


ax? ah + 622 = 0 శంకువు యొక్క జనకరేఖల ద్వారా గీయబడిన త పస్తపే 


తలముల ఆవరణిక 


al3 (b — ¢)%3 x23 + bY3 (6- a)23 y23 + 03/3 (a -- b)2%3 223 = 0 అవుతుంది. 
నిరూపకాక్ట్షములపె '. ఏర్పడు అంతర్జండముల వర్గముల మొత్తము స్థిరముగా కల 
సమతలముల ఆవరణిక జ2 + J +223 = శే అని చూపండి. 


2 22 
క + హ్‌ +5 లే sl Bn స్పర్శతలము నిరూపకాక్షము లను A, B, Cలలో ఖండించిన 


. 0,4,B, Co ద్వారా పోవు గోళము యొక్క ఆవరణిక 


(ax)%3 + (by)23 + (c2)%3 = (x2 + y2 + 2223 అని చూపండి. 


౫- అక్షముపె స్థిరబిందువు డీ, ౫౭ - తలములోని చలన బిందువు Pకు కలుపబడినది. 


వౌ ద్వారా APక లంబముగ ఉండు సమతలముల ఆవరణిక కనుగొనండి. 
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41. 


43. 
శ. 
తర్‌, 

46. 


47 


48, 


49. 


అవకలన జ్యామితి 


6 - అక్షముపె స్థిరబిందువు శీ. అయిన A ద్వారాపోవు ఒక సమతలము ౫ - సమ 


తలమును 3౮లో ఖండించిన BC ద్వారాపోవుచు ABC తలమునకు లంబముగా ఉండు 


సమతలము ఆవరణిక కనుగొనండి. 


॥ దత్త బిందువుల నుండి ఒక సమతలమునకు కల దూరముల వర్గముల మొత్తము 
స్టీరరాశి అయిన ఆ సమతలము' యొక్క ఆవరణిక కేంద్రీయ శాంకవజము అని 
చూపండి. 

ఒక వృత్తముపె కల స్థీరబిందువు నుండి జ్యాలు గీయబడిన, ఈ జ్యాలు వ్యాసములు? 


కల గోళముల ఆవరణిక See, 


శి 


సిరబిందువు 0 నుండి పరస్పర Mer Red (5) గీయబడినవి. ఇవి దత్త గోళముసు 


౮ 


వాం [ల వద్ద ఖండించిన సమతలము PQR యొక్క ఆవరణీక కనుగొనండి. 


డు 


ష్‌ కలు  సిరగోళములు, గోళము క్‌ యొక్క కేందము 5, పె ఉండిన న్‌ 5 
మూల తలము (Radical plane) ఒక శాంకవజముసు ఆవరించునని చూపండి. 

స్థిర బిందువు ద్వారాపోవు సమతలములు ద్నీర్ణ వృత్తజముతో స్టిర్వవెశాల్యము కల ీర్ణ" 
వృత్తముల నేర్పరచిన ఆ సమతలము ఆవరణిక కనుగొనండి. 


ఒక దీర్హ వృత్తజము యొక్క సంయుగ్మ వ్యాసములు ద్రీర్థవృత్తజము యొక్క కేంద్రము 


_ కేం్మదముగా కల స్థిర గోళమును P,Q,R9లో ఖండించిన సమతలము PQR ఆవరణిక 


కనుగొనండి. 


శాంకవజము 2222 + b2y? + 222 = 1 = పె బిందువు P సుండి నిరూపక తలముల 


. అందిములు PL, PM, PN. గీయబడిన సమతలము LMN యొక్క ఆవరిణక 


(ax)23 + (by)23 + (cz)23 = 228 ఆని చూపండి. 


నిరూపకాక్షములను న గళము దృష్ట్యా ఒక బిందువు యొుక్త సట 


ఆవరణిక కను 


కేందీయ బిందువు యం స్తిక్షన్‌ (Strietion) వ[క్రము “=. విభాజనీయ పరామితి 
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50. 


51. 


52. 


53. 


రశ. 


'55. 


56. 


5్‌+. 


ఒక సూ తలము యొక్క జనకరేఖకు గీయబడిన అభిలంబ రేఖలతో ఏర్పడు 


ఉపరితలము కనుగొనండి. 
[vy cosu, v sinu, f(W]నకు విబాజనీయ పరామితి, Striction వ[కము కనుగొనండి. 


అంతరాళములోని ఒక వ(క్రము యొక్క |పధాన అభిలంబనేఖలతో ఏర్పడు ఉపరితలము 


2 
యొక్క స్ట్రీక్షన్‌ వక్రము అభిలంబమును వ్యక్రము నుండి కా. దూరములో 


ఖండిస్తుంది అనియు ; అభిలంబనేఖపై P, ధల వద్ద ఉపరితలమునకు గీయబడిన స్పర్శ | 
తలములు పరస్పరము లంబముగా ఉండిన, అభిలంబరేఖ, (స్టిక్షన్‌ వ(కమురి స్ట | 
బిందువు C అయిన CP. CQ = = న్‌ా అవుతుందని చూపండి. 

7 విమోటనము కల వ(క్రమును గీసిన ఉపాభి అభ రిిరిత్‌. Oe స్కూ ఉపరితల 
జనక రేఖ యొక్క విభాజన పరామితి అనురూప బెరిదువద్ద ౮ అవుతుందని చూపండి. 


ఒక సూ తలము యొక్క జనకరేఖ StriCti0n వుక్రము యొక్క స్పర్శరేఖ, ప్రధాన. 


| dA ౬ 
అభిలంబరేఖలతో c05 12, 605 1! కోణములు చేసిన TS (ర (సకన్‌ సరత 


యొక్క వ(క్రతా వ్యాసార్ధము) అని చూపండి. 
x + yt = 3t(1+t2, y + 2zt = t3(3 + Ea జనకరేఖగా కల స్కూ్యూ ఉపరితలమునకు ఈ 
జనక రేఖియొక్క విబాజ నీయ పరామితి ప్ప 3 (1 + 20202 అనియు Striction వక్రము 
x = 364 y = 3t2, 2 = 26 అనియు చూపండి. 
(భమణోపరితలము అతి పరావలజమయిన (1) Stri6ti0n వృక్రము కేంద్రీయ వృత్తము 


అవుతుందని, (1) జనక రేఖలు దానిని స్థిరకోణములో ఖండించుతాయని, 


(షష) విభాజనీయ పరామితి స్థిరరాశి అని చూపండి 


. = tan =ని xX sind = y 605 6, 2 = 69 అను, జనకరేఖల వెంబడి స్పర్శించు 
పరావలయజము 6(9 91060 — y 60560) + (2-66) (౧౦౦56 + y sind) = 0 
అవుతుందని, ఏ జనకరేఖ కయిన విభాజనీయ పరామితి 6 అని, ఈ ఉపరితలము 


యొక్క Striction వృక్రము 2 అక్షము అవుతుందని చూపండి. 
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55. 


. 59. 


60. 


61. 


63. 


64. 


64. 


ఆవకలన జ్యామితి 
x2 y2 క్రి 
మ 225కు (సికన్‌ వృక్షము కనుగొనండి. 


x—-acos0 y-asind 





జనకరేఖగా కల స్కూ ఉపరితలమునకు 


(036 గక. క్‌ sind cos క క్ష mn 
ష్ట్ర. por eng 


Striction వము 2౪ + 2.= 0- సమతలములో (శర 0) కేంద్రము; 22, క 


దీర్హాక్షము (హస్వాక్షముగా కల దీర్థవ ఎత్తము అవుతుందని చూపండి. 


x2 y2 22 . x-acos9 y-b sine 
సాలా 3 = ప యొక్క జనకరేఖి న = 


జ51[96  --౦ 6056 





హు య వెంబడి 
Cc 


(ప్రధాన ద్వీర్ణవృత్త ఛేదనము నుండి (స్ట్రీక్షన్‌ వక్రమునకు కల దూరము 


02 (a2-— b)2 sind 60569 (a2 528 + b2 60526 + c2)1/2 


b2 ¢2 sin? + c2a2 60926 + a2b2 అవుతుందని భూ 


z (x2 + y2) = 2mxyకు x 5106 =) 60560 సమతలములో జనకరేఖ యొక్క 


 విభాజనీయ పరామితి 201 609 26 అని చూపండి ; కేంద్రీయ బిందువు కనుగొనండి. 


2 = 42x అను ఉపరితలమును ౫ = 2,3 = 26 అను జనకరేఖ వెంబడి స్పర్శించు 
శాంకవజము y &«+32)=2c(3x + 2) అనియు జనకరేఖ బిందువుల వద్ద 
ఉపరితలమునకు గీయబడిన అభిలంబరేఖలు 22-౫2? = 4(y - 26) అను. 


పరావలయముపె ఉంటాయని చూపండి. 


ఒక సరళరేఖ ఒక ట్విస్టెడ్‌ వక్రముతో స్టరకోణము చేయుచు దాని చాపకలనీయ 


_తలములో. ఉండిన ఈ సరళరేఖ జనక రేఖగా కల ఉపరితలమునకు స్రిక్షన్‌ వ(క్రము 


దత్తవ(క్రము అవుతుందని చూపండి. 


రెండు సూర తలములకు ఒక ఉమ్మడి జనకరేఖ ఉండీ (1) ఆ జనకరేఖ వెంబడి (3) 
బిందువులలో అవి. స్పర్శించినన ఆ జనకరేఖ యొక్క అన్ని బిందువుల. వద్ద అవి 
స్పర్శించుననియు ఆ ఉపరితలముల దృష్ట్యా జనకరేఖ యొక్క - కేందీయ బిందువు, 


విభాజనీయ పరామితి ఒకకే ఉంటాయని చూపండి. 


4. 
(ప్రధమ మౌలిక రూపము 
దాని యొక్క జ్యామితీయ వివరణ 


,1 ఉపరితల వక్రాలు కి 
ఇ మరియు ౪ ల మధ్య ఉండే సంబంధము ద్వారా తలము మీది వ(క్రమును వీకైకంగా 


శృయించవచ్చును. ఉదాహరణకు 1,౪ మరియు పరామితి 6 ల కమ (ప్రమేయము 


(౮1, ౪, ౦) అయినప్పుడు, f (U౪, Vv, (౧ =0 తలము మీది వృకములను నిశ్చయించును. 


5 యొక్క (పతి విలువకు ఈ సమీకరణము తలము మిద ఒక (పత్యేక వృక్షమును 


లీ 


)శృ యిస్తుంది. ౮ వివిధ విలువలకు ఏర్పడే వ(క్రాల సరణిని వక కుయింబం అంబాము. 


బకాంతరంగా ఇ మరియు ౪ లు ఒక పరామితి $ మీద ఆధార పడినప్పుడు, ఆ 


| మన ON 
ఏంబింథాలు తలము మీద ఒక వ| కాన్ని నిశ్చయిస్తాయి. అటువంటి వ(కమునకు r=r (t) 
ఇమీకరణమవుతుంది. 


తలము ఏ మీది వక్రముల సమితి ఒక వాస్తవ సరామితి € మీద ఆధారపడినప్పుడు ఆ 


వ(కముల సమితిని ఏ'మీద ఒక - పరామితి వక్రముల కుబుంబమని అంబాము. 


౮] మరియు ర్మ లు తలము ఏ మీద ఫైండు ఏక-పరామితి సరళ వ్మకముల కుబుంబా 


అనుకుందాం. నొ మీద (పతిబిందువు P ద్వారా ౮, మరియు ర్క ఒక్కొక్క వ్యక్రము 


వెళుతున్నాయనుకుందాం ర, ర్కో ల వక్రములకు P వద్ద విభిన్న దిశలుంకే ౮, మరియు 


౮ లు వృక్రముల వల (1౭1) ని రూపాందిస్తాయని అంటాము. 


4.2 పరామితీయ వ[క్రములు ః 


— — వ _? oa చ ఇ డే రాము 
తలము వే =7 (1.౪) మీద ౪ = స్థిరము * ౫, స్థిరముగా . ఉం వ్యక్రముల 


పరామితీయ వకములు లేదా నిరూపక వక్రములని అంలాం. (పత్యేకంగా v= స్థిరము = 
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అయినప్పుడు, 7 = 7 (౪, 2) యొక్క జాడ పరామితీయ వ్మక్రము. దీన్ని ౪ = వక్రమని 
పిలుస్తాము. దీనికి ఇ పరామితిగా వ్యవహరిస్తుంది. దీని స్పర్శరేఖ సదిశ క కి సమాంతరముగా 
ఉంటుంది. అలాగే, ౪ = స్థిరము = అయినప్పుడు 7 ఇ (b, v) యొక్క. జూడ 


పరామితీయ వ(క్రము. దీనిని ౪- వృక్రము అని అంటాం. దీనికి ౪- పరామితి దీని స్పర్శరేఖ 


సదిశ న కీ సమాంతరంగా ఉంటుంది. ర్ట క్‌ 
తలంపైగల ఏదెనా బిందువు వద్ద 


3 ఆ మే 
న; 2 20h = 1 ,*0) 


అయితే, ఆ బిందువు సాధారణ బిందువు అవుతుంది. ఆఅంకే క్‌ ఖః స్ట లు పరస్పరం 
స్తా ;తం(త్యాలు అవుతాయి. తలంపై గ్‌సిన వ[క్రము యొక్క స ఎర్మరేఖ 
dT = న రం + 7 dv 


అనే సదిశ దిశలో ఉంటుంది. d7 యొక్క దిశ ay ఇ నిష్పత్తి పెననే ఆధార పడుతుంది. ఈ 
సదిశ గో 7, లు గల సమతలంలో ఉంటుంది. అంకే 7 గ 7 ఉపరితలానికి లంబంగా 


ఉంటుంది. కనక ఏదెనా బిందువు వద్ద యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ 


( 
| 


mm. 
స 3 
N = క 


జ ఇ 


న. 

1 2 
—3 
క 


x | 


ay 

3 3 E ae 

గగ 7౧ = 0 అయితే ఉపరితలం వకంగా వికీర్ణము (degenerate) అవుతుంది. 
ఎందుకంకే (ప్రాథమిక అట a7 కి దిశ క్కోయి+ 7,4౪. మరియు 


న్యా అయినప ప్పేడు. క ₹ లు సమాంతరాలు. ఇంకా (ఇ, 67 లు ఏమైనప్పటికి 
d7 ఒకే దిశను కలిగి తు దీని నుండి తలం వక్రంగా విక్తీర్ణము చెందుతుంది అని 


వస్తుంది. 


తలంమీది (ప్రతి బిందువు నుంచి (పతి పరామితి కుటుంబానికి చెందిన ఒకే ఒక పరామితి 
వ(క్రము పోతుంది. 
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P బిందువు (ఇ, ళ్ళ) అనుకోండి. అంకే ష్య లు పకెకంగా బిందువు P వలస 


శ్రయించబడతాయి. _అంపే UE ళు, ౪2 ఖ్యా అనే రెండు 'పరామితి నర ౮ మాత్రమే P 
నారా పోతాయి. కనక ఈ క ఉన్న తలానికి. (ష్య ౪0 vy y లు (ఆందినట్లయత ఒకే 


గవస్టకు చెందిన రెండు పరామితి వ(క్రాలు ఖండించుకోవని వస్తుంది. మరియు విభిన్న వ్యవస్థల 


ఎంచి వచ్చు వకమాలు. ఖండించుకుంబాయనియు, u= Ww, ys SR 


రిడంచుకుంటాయి కాని ఒకటి కరే ఎక్కువ పర్యాయాలు ఇండించుకోవన వస్తుంది... 


శ్‌ అభ్యాసం ;$ 
I; (కింది తలాలను పరామితి రూపంలో యిచ్చాము. (పతి సందర్భంలోను f(x,y,2)=0 
రూపంలో తలాల నిరూపణను కనుక్కోండి. మరియు ₹ = స్టిరరాణి, v= స్పరరాణి 


వృక్రాలు తలంలో ఎటువంటి వృకాలో కనుక్కోండి. 


l. దీర్థ వృత్తజము (a sin u cos v, b క u Si +, 0 cos 1) 
2. దీర్దవృత్త పరావలయజము (au 605 ౪, bu sin v, u2) 

3. అతి పరావలయజము (au cos hv, bu sin hv, v2) 

4 ద్విఖండ అతిపరావలయజము (a sin hu cos v, b sin hu cos ౪, C cos hu) 
5. శంకువు (25100050 9 sin hu cos hv, Cn hu) 


6. సమతలము (u+౪v,౮-౪, ఘు 


7. స్టూపకము (u, u2, ళు 


11. ఏక ఇండ అతి పరావలయజము ఏ పరామితి వ(క్రాలు . 








ఘట 1-12 గె 
“సా కక స. 





2 = 11, సఖ = స్టిరరాశి అనేవి ఎటువంబీ వ|క్రాలను నిరూపణ చేస్తాయి ! 
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4.4. (పత్యేక సంకేతాలు (Specific notations) : 


'పరామితులు ౪,7 ల గూర్చి పాక్టీక వ్యుత్సన్నాలను, పొదికలు 1, 2 లను ఉపయోగించి 











తలుపుతాము 
— 
ఆమం 2 ర రో? రన ౩022 
FW 2 nu’ 2 రె 0 
+3, తై 
పు ల 


7 యొక్క సంపూర్ణ అవకలని 


మము Ce 
dr = 


r"= u+Tviu(7T ళా ) 

1 2 1 2 
జూ hee అల రా, ఇ + v)+v రో, u+7 v') 
క 2 TL 19 21 22 


3 n> తైల — డై వ 
4.4.2 జపాలు + వ్య? ర +2 షష్టమ? శప? 


ఈ క్రింద చేయబడిన ఏ చర్చలోనెనా సదిశ 7 కి ప్రతి ప్రమాణములోను అవిచ్చిన్న 
పాక్షీక వ్యుత్సన్నాలు డాయ అనుకుందాము. 
బలు తన ey Ee RU 
క్‌ = క న (సెన్సర్‌ సంకేతము) 
కనక క, -E, కక =F, క్‌ = G-అని (గ్రహ ంపవచ్చు. 
రాసులు క్ర లను ప్రధమ (ప్రమాణ మౌలిక పరిమాణాలంబాము. 
తలము మీద యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ 2] అనుకుంటే. 


న 3 2-227 Pa at Se 
4.4.4 H =(r, xX ro) =r Ee (గ. T 9) mi: అయినప్పుడు 
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గాడా). రొండో 
1.4.5 N- 1 2 1 2 
/ 3 3 
rx Tol 
L4.6 N. మ నా సం 


(గాస్‌ సంకేతములు) అని నిర్వచిద్దాము, లేదా 


జస - ఆట 
47 = మ. క్యా (సెన్సర్‌ సంకేతము) 
| ee ij 
దీనినుంచి 
b,, = L, ర్క = క్ని = Mb = వ! అని (గహి స్తాము. 
రాసులు రీ లను (అంటే L, M,N లను 


ద్వితీయ (ప్రమాణ మూల పరిమాణాలు అంటాము. 


> 
[. 7,=0(4=1,2) సమీకరణాల నుండి పరామితి ఇ (లేదా ౪) ని పాక్షికంగా అవకలన 


'యుటవలన వచ్చెడి సమీకరణాలలో పాక్షిక అవకలనాన్ని సూచించే పాదిక ) అయితే 


న — 
N. TIN 7,=0 అని వస్తుంది. 
దా 
— - 3 
న నయ 
1 ij ir i) 
ఇది L, M,N ల మరియొక నిరూపణను ఇస్తుంది. 
4.8 L=b,,=-N,. r pM=by=-N). వష వా వేల్స్‌. ED 
7? 3 
N=b,=—-N,. To: 
జ ? 


= 
1 


అవక 








3 RP 3 - 1 1 
(1) riXxXN=r, x 1 = 1 
— దె, 
ఎ నా ne 
దా H క్యా గ్‌ a క్‌ 
స్ట త ము ల ల. 
వ శ RF (గాయక [సా 2) 7; 7) 7] 
(il) ryXN=r,X = క i 
- వ 
(ల్‌ 0 


46 అదిశా లబ్బాలుగా ది తీయ (పమాణ పరిమాణాలు ; 
(4.4.4), (4.4.69 నుండీ 


DS SSS, a ST 
Hb, = న స 


(44,8) నుండీ 

ల ప ౫ యు ల 
క HLz=[r న నూ; 11 HMz={[r vp! ల్లో 
HN = FF 7 7 


2? 227 


47 E,.F.Go పాక్షిక వ్యుత్చన్నాలు $ 
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నీట్‌ నుండీ 
స్త వ వ 3 l 
411 2 ng E,, rr T1935 క్కి Tr 92” Fa-35 G 
వ క న le 
కాయ స ర క య ర Tg శా (9 





. | 48 నంకలస్‌ వ సంకేత సంజ్ఞ జ (వయం టీ09 Convention) : 
-ఏదెనా పదంలో పునరావ త పాదిక వచ్చినపై తే ఆపాదిక యొక్క అన్ని వీలైన విలువలకి 
' సంకలనము తీసుకోవాలని గ్రహించాలి. కనక 


కర్న + ab, + .... +a, byy= a, b, 


టై 7 


అని రాస్తాము. 


| 
/ 
ర్‌ 
| 
(| 


దిని బటి సంకలన సంజ $ ని వదిలి వేస్తున్నామని (గహి ంచాలి. 
హు క ఇ = 


౪,౪. అలో గల ఆరు |పమేయాలు EF,G,L,M,N లతో శెండు అవకలన వర్ల 


రూపా అను నిర్వచిస్తాము. 


410 మెచిక్‌ లేదా ప్రధమ మౌలిక రూపము! 
ఉపరెతలముపె పరామితి విలువలు (u, Vv, (u a du, v + dv) లకు అనుగుణంగా, 
[క్రమంగా ఉన్న సామిప్య బిందువులు P (7), Q (గో + ఈ) అని అనుకుందాము. అప్పుడు 
dr=Tjdu+7T, dW. 
ఏ కము P,Q లు సమీప బిందువులు కనక P, ౧ లను కలుపు చాప ఖండము యొక్క పాడవు 
15,16 7! నకు సమానముగా తీసుకుంటాము. 


వ యం స శ ళల ఈ 


156 *  అవకరినడా 


(ura) (usdu,v+dv) 





ఇత్యో 


౨౬ 


ds=d72=(Fdu+ 7, Aw? 
-T2du+27.. 7, dudv + 7,2 dv? 
1 1 2 2 
= E du2 + 2F du dv + G dv? 
అవకలన వర్గ రూపము (152 = ౨ 602 + 22644647 + 66 ను తలము యొక్క ధమ 
రూపమని, 2, F, Gఆ లను ప్రధమ (ప్రమాణ మౌలిక పరిమాణాలని అంటాం. 
(TxT)=72 ey 1)? 


=EG-F2>0,E>0,G>0 
కనక 
EG - ₹2 = [2౨ 0 అని సూచిస్తాము. 
పరామితుల ఎంపికతో E, ౯, 6 లలో మార్పు రావచ్చును గాని (ప్రధమ మౌలిక రూపి. 


పరామితీయ పరివర్తనలకు నిశృరము అని క్రింది సిద్దాంతము చెబుతుంది. 


4.11 సిద్దాంతము ః తలానికి ప్రధమ మౌలిక రూపము పరామితీయ పరివర్తనలకు నిశ్చరము. 


ఉపపత్తిః 7 = గే (ఇ, ఇ తలమునకు పరామితీయ చీత్రణము, ఇ' = థి (౮, ఇ, = ౪ (1౪ 





_ ల ద్వారా ఒక పరామితీయ పరివర్తన నిర్వచితమై ందనుకుందాము. అప్పుడు 
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2 త టో du 37 av 
1 "du Es du rT 
మ్‌. ou - av 


=r యా ర 
ఎంట ' 20 


> 37 ర్‌ du 7 av 
"5 du wy Ov 


=7 dU = dv 
య గ 


స్స] 2 గ్రా 
du dv 
du= du' yea dv' 
du’, dv 
dv == du +7 dv' 


_E'dul2+2F' du dv'+G' dv! 
22 a: 
ఐనా! du" +2r,'. 7 du! dv +r,” dv” 


- - 
=(rdu'+r క్‌ dv")? 


(aera Rar] 
1 du! oi) ' Er గక) న 


= EE la P| ir, ఉం! | 
= న్న (a du' + dv JE న్నా ఫై du ol dv || 


- ఇ 3 33, 3 
=(r,du+ 1 > dv)? = r 2du*+2 bs 1, dudv + fd 


= ని du2 + 2F dudv + G dv2. 


2 కాన్ని నఆఖ్రమైన తలముల ప్రధమ ప్రమాణ మౌలిక పరిమాణములు : 


2.1 మాంగే రూపములో తలము 8 2 = f(x, y), & x, y పరామితులు ' 


=[x, y, f(x, y)] అని తీసుకుంటాము. 
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ఆవకలన ! 


కమర కంక రర న్కు. =ర్పఅలకకల 


గ్నాజ=(1,0,9) 


ఫ్మా= (0, 1అ 


3౫౦ 3౩ ౫౦ 
E=P,7P,=1+5,F=7,. T,=pq 


(= క్క గ 1+q?2,H2=EG-F2=1+p2+q2. 


4.12.2 సార్వత్రిక భమణోపరితలము ః 


లేదా, 


VAR అక్షముపె పరి భమణ కోణము 0 అయితే, 


7 (u, 0) = [g (u) cos 6, g(u) sin 6, f (w] 


T =(gcos6, g sin 6, f) 


7 = (క్రో cos 0, g' sin 0, f1) 


3 ; wi ba 
r,=(—gsind, gcos 6,-0). 
వ 

వే 


E i Pr =g +f, Fz0,G=gీ, 


H2? = EG-—F2 = 22 (er + £2). 


4.12.3 భమణో పరితలము 8 (భమణో పరితలమందు ఏదెన ఒక బిందువు యొక్క 


సదిశ 7 అనుకుంకే 


=(u 6056, u sin 68, f (u)) 


sh Hl 


1 (cos 6, sin 0, గ 


"| 


బవ (పష sin 6, u cos 6, 0) 


H=EG-F2=u2(1+ £2). 
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412.4 :శాంకవల లము ।$ 
వళి మా ౩ 605 0,.y =usin 6, z= f(6) 


7 =(ucos6, usin 0, f(0)) 


3 3 
rT = (cos 6, sin 6, 0) 
₹ ల = (96, ౬6086, f") 
| 2 
E=7. TP =LF=7,.T,=0,G=T,. వ్య = ళీ + గ 
2 p22, fi 
52 =EG-F2 =u? +f 
4.12.5 అంబకుండలిని $ 
X=ucosd,y=usind,z=cy 
నై =(ucos6, usin 0, c0) 
T= (cos0, sin 0, 0) 
న. =(—usin6, u cos 6, c) 
క క నస వ _ 2 =u2 + 62 
at జ స yey 


H2 = EG-—F2=u2 + టి. 


య 
4.12.6 "రేభాజన్య తలము £ రేఖా జన్యతలముపై సార్వత్రిక బిందువు యొక్క స్థాన సదిశ R 
అని, భూవ(క్రము పె బిందువు = యొక్క స్థాన సదిశ 7. (6) అని, P వద్ద జనక రేఖికి 2(1) 

pl 3 3 
యూనిలక్‌ సదిశని, P నుండి బిందువు Q, ౪ దూరములో ఉందని అనుకుంకే R= r +ug, 


మరింయు 


4.12.7 ఉదావారణ 1: తలము 22 = ౭2 + 2hxy + by? (x,y లు పరామితులు) నకు 


మొదలి (పమాణ మౌలిక పరిమాణములను కనుక్కోండి. 
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b 
సాధనము: 2=( y, 5 x2 + hxy + గ్ల J 


చ = (1, 0, ax + hy) 


ర = (0, 1, hx + by) 


=7 
=r. 


అ 


rie 1 + (ax + hy)? 
.TPy=(ax+ hy) (hx + by) 
(= కొ. T,=(1+hx + by)? 


ఎ 


2 = EG-F2= + (ax + hy)? + (hx + by)?. 


4.12.8 ఉదాహరణ 2: 


వ్య 3 
a) |, Nas |= 


_ యా 
స్తో Fr -E£Er,) 
b) (PT xN) హాకా 
ఆక క GT,-FT 
య నట = H అని చూపండి 


H=H 
(TPT x7.) 
Se | 2 
br xN=r,x IT 

== [చ ఇయ ద ఆ గె] 
తని శ శ pf 
_l (mn 7) 
= Fr య 
వ న 
ar . 

7 నన. 1 2 
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=f (ry. P;Pi-7P. 77) 
HNY2 21 7 12 


1 > ఎల్లి 
=H (Gr, జా Fr,) 


412.9 ఉదావారణ 3 తలము *=a౩(u+”,y=b(u-v),z= uv పె పరామితీయ 
వృక్రములు బుజు రేఖలని నిరూపీంచుము. మరియు మొదటి (పమాణ మౌలిక పరిమాణములను 
కనుక్కోండి. 


సాధనముః T=(a(1+ v), b (u — v), uv) 


భా = (a, b, 7) 


పరామితీయ వృక్రము 1 = స్థీరము = ౮ అనుకుంకే. 


x=a(c+v,y=b(c-w,z=c అవుతాయి. ౪ని వాటి మధ్య నుంచి తొలగిస్తే, 


ఆ ol జ 
క. 
ఇవి రెండు సమతలాలని వర్ణన చేస్తాయి. వాటి ఛేదకము ఒక బుజు రేఖ. ఇదే విధంగా 


పరామితీయ వ(క్రము ౪ = స్థిరము. కూడా 'ఒక బుజా రేఖ అని చూపించవచు ఎను... న 


ద్వితీయ మౌలిక రూపము - దాని సార్హక్షత 


4.12.10 ద్వితీయ మౌలిక రూపము 


> ఆ = 
r'=ru'+ ru +7,V౪' అనియు 


1 
శాస ₹ 


2 టా. ఆ్టా 2 క Ho, 
p« tt ssh 11 tte సు. 
uu 22+ 727 IU +FTV అని మనకు తెలుసు క్తి 


టి ల మతాల. మ్య 


3. — జ స్తా 
= 0, స. బే =0 0. న్య అప్‌ 2 నో =M,N.Tp=N కనక పె 


జ # tt 
Lut +2Mu¥ Ny 


(L du? + 2 M dudv + N dv?) 
ఎ Edu2+2Fdudv+Gdv 


(4.12.11) నందు లవములో ఉన్న అవకలన వర్గ రూపమును ద్వితీయ మౌలిక 


రూపమని అంటాము. 


4.12.12 I= Ldu?+2M dudvy+N dv? 
సమీకరణము (4.12.12) వేరే రీతిలో కు లభించును. 
అ న్యా జ్య , 
dN =N|du+N, dvd r=r dus Po dv, 


N.. r;=-b (ర్న =ష్‌ క్మ్‌ =b,=M, ల = మ. 


కనక 
గ 
IN. drs MN, du+N, dw). గ్నో సత 
i —3 ఆసు 
=(N,. Ppa, Ty+N,. 2 rp dudv + (N,. 7) dy? 
లేదా 


412.18 [= రల, యగ =Ldu+2Mdudv+Ndy® ..: 
-LN-M’ను 72 తో సూచిస్తాము ౯2 ధనాత్మకము కానవసరము లేదు. 


. LN - M2? = T2 


4.13 ఏ8 ఎత ధనాత్మకము 8 


ర్‌ం 
ews FY Vt : 
రెండు ee 11,7, ల వర్ష రూపము. 


Qs డక 2422 ౫ + కిక? 


(ప్రధమ మౌలికరూపము - దావి యొక్క జ్యామితీయ వివరణ 
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అయితే, > 0౪ (x, X. 9) #10, 0. ఆయినప ప్పుడు, Q ని నిశ్చిత ధనాత్మకమని 


అంటాము. నికి త ధనాత్మకమగుటకు ఈ [క్రింది నిబంధనలను పాటించవలెను. 





1) ఇ్య్యెివడ్న్ని 
11) ఇష 0 
Re: 
iil) a= 
| య్య) కై! 


డా 2 
(a, 8 = క్ని“! > 0. . 


E=7,.7,>0,EG-F2=H2>0, కనక, 
¥ 

I= Edu? + 2 Fdu adv + 64 

" వల్లప ప్పుడు నిశ్చిత ధన నాత్మకము. "కొని 


I = Lau? +2 M మ +N av2 


నిశ్చిత ధనాత్మక మగుటకు - ఓ ౫ 0, విచక్షిణి b= LN -M2? = 12> 0 కావాలి. ఈ। 


నిబంధనలు ఎల్లప్పుడు చెల్లవు. 


4.14 గౌసియన్‌ వక్రత: 


తలమందలి ఏదెనా బిందువు P వద్ద ద్వితీయ మౌలిక రూపము మరియు, ప్రధమ, 
రా | 


మౌలిక రూపముల నిష్పతిని P వద్ద గౌసియన్‌ వకతని అంటాము. 


Rene IN-M? [2 
EG-F2 “స 


12>,=,<0 అయినప్పుడు ౫, =, <0 అవుతుంది. 


దీనిని ఓ తో-సూచిస్తాము. ' 


4.15 ద్వితీయ మౌలిక రూపము యొక్క జ్యామితీయ వివరణ 2. ఇ 


తలముపై (1, ౪), (౪+ du, v + dv లు సామీప్య. బిందువులు... P వద్ద ,గల స్పర్శ 


తఅమునకు (౪ + dU, ౪ + 4౪) నుండ వచ్చు లంబము యొక్క పొడవు 


సట i . fn | .అవకలన జ్యూస్‌! 


చ|! 


గరయ2 + 2 M dudv +N dv) నకు సమానమని చూపించెదము. 





పటం 


తలముపై P (గ), స్పర్శతలము యొక్క స్పర్శబిందువు. ౪(F + 47), P (7) కు 


సామీప్య బిందువు. _ వాటి పరామితీయ విలువలు (4, ౪), (౪ 


| 


PdP=7 +(7 plus గ p05, jdu2 +... ry 


+ du, v+ dV) అని 


అనుకుందాము. మేలర్‌ (శ్రేణుల నుండి. 


Q నుండి P వద్ద స్పర్శ లలమునకు వచ్చు లంబము పొడవు QM =P అనుకుందాము. ఇది 
P వద్ద అభిలంబముపై సదిశ PQ యొక్క విక్రేపమునకు సమానము కనక 
శ అ 


P=N. dr 


du +...) +... 


133 
=N. గ jdu+ 7, gw +g N న 


= (L du? + 2 M dudv +N dvd 
అధ్యాయము 12లో చర్చించిన, కొన్ని ముఖ్యమైన తలములక్తు రెండవ (ప్రమాణ మౌళిక 


6.16.1 మాంగే రూ 





న = ay, రయ 2 


sa Gs ౫ ర న wis ఇ గ 
hid తు లత టు ల య? శ 
కడ స ఫ్య ఎ 
ఇ స క సీ " 
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బు = (1,0, p), స్‌ = (0, 1, ర్లు 


111 (0,:0,:7), rT 1,= (0,0, 5), 1 22 (0, 0, t) 








116.2 'సౌర్వత్రిక భ్రమణ్యోపరితలము ః 
7 = (g.cos 0, g sin-60, f) 
T= (g:cos 6,. ౯.510 0,f') 


గా = (—.g sin 0, g cos 0,0) 


క 
గ. x క్యా =g(-f' 6056, -ఈ 9 6, g')= HN. 


శ 


11” (g''cos60,g''sind,f'"') 


| 


12” (-౪౯' 569౯! 605 6, 0) 


| 


99 = (Bos 6, g sin 6, 0) 


H? =g(e'f'-f'g'', HM=0,HN=g?f 


416.3 |[భమణోపరితలము ః 
T= (1౦0050, u sin 8, fu) 
T= (cos 6, sin 6, f,) 


క = (—u sin 0, u cos 8, 0) 


యా నటల 
rr 1 )=(0;0, fi: r 12” (- sin 6, eos 6, 0) 
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Py =(-uc0s6,—usin 6,0) 








మే TAT (౪౦08 61, -౬ 810 ఈష, u 
N= H బూ తా H 
uf న 
3 క యం 
L=N. r=, M=N. r1y,=0 
2 ff 
= a 1 11 
N=N. P= మ. 


4.16.4 శాంకవ తలము 
1 T =(ucos 6, u sin 60, f(0)) 


7, = (cos 8, sin 6, 0) 


క =(-u.sin 6, u cos 6, ఈ) 
3 
r11=(0,0, 0) 


3 . 
r= (— sin 6, cos 9, 0) 


Ty=(-ucos,—u sin 6, £1") 


మ 112 ( sin 9, —f! cos 8 u) 
H న్‌ H [| 
జ ఆస్తే ష్‌ స్త జ fl 
b= ir N=,Mz= r 19 N =~ 
33 uf! 
N= To N=: 


4.16.5 లంబ కుండలిని ః 
7 =(ucos 9, u sin 6, c8) 
Tr = (cos 6, sin 6, 0) 


ఆసా | . 
r,=(-u sin 6, u cos 6, c} 
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ఆస్ట ' న్‌ 
వన (0, 0, 0) 


bg = (- sin 0, cos 6; 0) 


a) 


22 = (—u cos 6, —u sin 6, 0) 


- an _ 
N 1 2 (-sinGd,-ccos6,u) 








*.16.6 రేఖా జన్య తలము 8 
ఇం [న ౩21.02 ౩ బంక 2 210-02౩, le 


HM = E స్తా, 3] 





(4.12.6) నుండీ 


HN = 0. 


4.17 ఉదాహరణ 1: 
FY san నకు 
సదిశలు ఇ, ౪ ల సమతలము యొక్క ఒక ('పదేశమునందు తలము = (u, v) స 


క నన్నే Fy 
I1 = 1692 (6 * 0) అయితే, వ్యాసార్ధము |= | గ లన్‌ వక రకర రోగాల ౮ 8 : 


వతన చేయును. 
హా 


గా కై, సెం పెన్న. 
సాధనము: =యి,స్కె=యొల్కి= 0౮౮ కన N,.7;=~-0r; TT; 


లేదా 


కత 


యస్తు 
4.17.1 (వో +a క T7.=0 
స్త 
N 


.N.=0,N. ris0 


i me: 
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అవకలన 'జ్యాపి 


3 3 
4172 అ (N+ar).N=0 


(4.17.1), (14.17.2) అ నుండీ 


N.+ar,=0 


మరియు స వతంత సదిశలు 


కనక 


ట్ర - 
TN లకు లంబకోణీయతగా నుండును. 


a] 2} 

స్‌ 

1 i 

ట్‌ 

a 1 

గ్‌ 

2 
స్‌ 


— 


y=N 


21° న్‌ 2" Tar 


న 


కనక, 


7 క 
పా T= 


[3 
ఖల్‌ 


నై 
ry 1, లు స్వతంత్ర సదిశలు కనక ఇ =0, య = 0 మరియు ॥ స్థిరము, 


=T7 (uw + = N N అని తీసుకుంటే, 


wl mw 


లా 
శ న్‌ . (=) N, = 0 అవుతుంది. 


న 
= ఒక స్థిరరాశి. 


మరియు 


ప |. 
IR-P(uwl లే = 
a 


: | 
బిందువు యొక్క స్థాన సదిశ R స్థిరము, తలమునుండి బిందువు యొక్క దూరము 


కూడా స్థిరము కావున 7 =7 (౪, ౪) ఒక గోళము. 
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1దొహరణ ఖై ౩ 
తలము 22 = 2౫౫ + 2hxy + by?, (౫ లు పరామితులు) సకు రెండవ ప్రమాణ 


లిక పరిమాణములు మరియు తలము యొక్క అభిలంబము కనుక్కోండి. 
ధనము 2 7 = (1 yg ౫2 + స? + 3 2) 

oe = (1, 0, ax + hy) 

" =(0, 1, hx + by) 

Fy=(0,0,0, స్మె=(0,0,౫)= న్నే 


ల = (0, 0, b; 





'దాహదలా 39 
తలము సందలి అన్ని బిందువుల వద్ద 1, MN లు సున్న (vanish అయితే ఆ 
అము సమతలము నందలి బాగమని నిరూపించుము. ' 
వ తం బందువు వద అభిలంబాలు 
ధనము $ తలము ప తలము మీది (వత బిందువు పడ్డ అబిలం 
ఆల 
న్డ్‌ NM DOE 
డా 


మాొాంతరముగా ఉంచాయి 


we మం 8 
N 7 టి సెక్‌ = శాప 7 = మరియు 


వాలి, 


ఆవకలన జ్యావి 
శీ 
న 


లు రెండింబికి ఇ, లంబము కా 
— 


అ 


9 


న్నే 
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జ్ర ఐ. 20 ప్ర 1 ల f 
Sw ; fn 
pa x3 > జ 
3: A టం ళ్‌ ఫీ గ్‌ 3 fi 
Uv ట్ర 93 Ye Ty % ¥ 0 
F f గ (| 9; 
7 y} 9 వ్‌ క్‌ ళ్‌ వ! 9 
' 63 i ణో గో 2 
Kk ర లి శి శే ఫో ళ్‌ 
$) ot) / 
es ‘ra A 
జ al క 9 2 గ్గ గ | 
లం «29 9 న 3 3 | ( చి 
: fon : లే నో యు {3 ~ 
b రా దె | _ x21 Js రా 
fy En ౧ 0 కి f 9 ర 
8 a క గి 3 ద్‌ ఛో cia x ~~ 
ఇ క ౬ x3 ట్రీ ల్‌ “1 శై 1 «fF 
న న క ఇ En 
ఫ్‌ ల్‌ ఘు 
2 2 స్‌ ( ల్లు ౮] > rs 
a he స్త Te l= ys 
గ Hh | fd 12 న్‌ గ bh 12 
క య్‌, స స లా! 
DRE i i జ Gg 8 వ 
| > hp శి x 
ఎం లో oem r rp | Fa “3 { AY జీ న! 
7 x S . ఏ } + r r న 
3 వ ¥2 క య 2 i న్‌ 0 లీ సో కాజీ ఫ్‌ 1 iy Pah 
6 Hh Ada A go 9 ౦ ఇ] | ౯ 2 a ల 
(| పో ర fn re art లీ [1 ఓ & sh నో 
A a రీ బ్‌ a fg ar మ (॥ 7 జ 6 స్తీ డు . or 
2 tn స్ప? re న. సక i న జ ల 1 Ie న గ ౫) 
అశ b= న ల జ H fr ir 3 pn ఓ 
In po 3 “4 అ 1 గా లానే ధా! 32 
| ళ్‌ క fp Ten bie Cr} |p 0 Fr కీల త్‌ శ కా పేళ్ళి Te Tr 1 ఖ్‌ 
ఫ్‌ f hn ట్‌ 2 I స్‌ fi వ హా స ,.. 
a Ta 3 38 a: ఫ్‌ || | త. స = nm 
2 9g 4 సజ చ Dae wo eC TY gw 
a ff a a's 9 A Dd యామ mg Fr sm Ty fe 
- 9 {3 ర = of 69 స 1 మ్మ య we 5g 6 
x 2 A 8 HW న Wl అ ge Tan TE Nw > 
> [1 సీ ల || | 4 | భక ఫా 
“od nh ~~ 9 g 43 న. న. న | 1 భ్‌ = 
Te €0 రా ద చో ణి 2 ¥2 yA గో క్‌ how | లు 4 లు కా 32 
3 Tz nh క a క్‌ y2 గ ~ Te 
క 4 b ss 0 hb ర 
ఛి fy నో Tz నో fy 4 fx da {9 ఇ శ 
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UK 
ba 
Food 
జక] 
ఈ 


| - sts స్తు వ 3 Mee 
మరియు 1 ల నకు N, +Ar, లంబము కాచు. . మరియు Tye 0, r, = 0 కనక 


(4.17.6) ల సుండీ 
యు స్తో 
వ N, +}Ar / = 0 అని వస్తుంది. ఇదే విధంగా : 


న! 
L17.8 N,+A7,= 
అని వస్తుంది. సమీకరణము (4.17.7) సు రెండవ పరామతిత కోను, (4178) ను 
మొదలే పరామితితోసు అవకలసము చేస్తే 


N, క్‌ gTi+Ar p= =0 


1? 
Ao r= వ్యవస్థితము కావాలంటే, గ = శ, = 0 అవారి 
+. న : ళో ఇ క అణ పే ఇ ల ళా న వ ews 
6కు పరామితీయాలు ఇ, ౪ ల మీద గ ఆధా Se eee wes వన ప 


ఓ. 17.7) నుండ ౫ * 0 అయితే, 


“ నవ 
మూకలసము చెస్తె 
ఆ , i 1 
'ఇ' సమాకలస సిర సదిశ N= 1 కనక (7 -2౬ ౨2 “37 
య (| ్య 


వి నుండీ న యొక్క బిందు పధము గోళము అని తెలు నోరడె. అంతే": * 0 అయిస పుడు 


'లఅముగోళలీయము. 
= 0౦ అయితే (4.17.7), (4.17.8) ల సుండీ 


A 
ఆ - 
N,=0, గై = 0.అవుతుంది. 
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- 5 వు ఆమే | ణః 
అ౮టే NN పరామితులు ౪, ౪. ల మీద ఆధార పడటం లెదు. "అంటు తలము యొక్క 


క్ల ర జో క్‌ 
(పతిబిందువు వద్ద N ఒక స్థిరసదిశ, అంటే తలము సమతలమని (గహ 6చగలము. 


4,18 అభ్యాసము 1 


418.1 ఈ క్రింది తలములకు యూనిట్‌ అభిలంబ 'సదిశ మరియు మౌలిక రూపముల. 


సుక్కొండి. 


జసు 
T 


UK 


(1) =fu+v, 1-౮౪, ఇచా Vv) 

(ii) T =(acosu, a sin u, bv) 

(iii) చ= (ఈ, uv) 

iv) Tz(u 605౪, usin v, flu) + ov) 

(v) R తగ్‌ +u TN (ఉప అభిలంబముల జసక తలము, 7 | సై లు క యొక్క 


(పమేయములు, ఇ, 5 లు పరామితులు). 


4.18.2 A యొక్క అన్ని విలువలకు వ్మకములు: 6 =౫ మీద, తలము 7 = (1 605 0, ఇ-510 
6, 0+ log cos అ మీది వ[కములు ఇ= ఓ, 2-5 0 'సమాసమైస పాడవుగల అరితర 
ఖండములు చేస్తాయని నిరూపించండి. 


[సూచన : (49)2.=5602 ౪ (d౪)?-2 tan ఇ du 46+ (1 + ౪2 (46), 6 = ౫ సకు, 


ds = 566 du, s = [log (sec u-+ tan uP, ఇది. ౫ మీద ఆధారపడలేదు]. 


వెయిన్‌ గార్డన్‌ సమీకఠణములు': 
—3 
419 ఉపరితల ఆభిఆంబ సదిశ'N యొక్క వు గ్రత్నన్నములు ః 


స్తు. 3 3 3 : 
N ఒక యూనిచ్‌ సదిశ కనుక N.N=1 దీని నుండి N.dN =0 అవుతుందీ. ' కసుక 
న న అతో జనింప చేయబడీస స్పర్శము తలముపె ఉంటుంది. 


— re వ gee to : న 
1. = 0 వి. సళ్ళే =0'గా తిరిగి రాస్తే" తలమునకు స్పర్శరేఖీయమక్షుతుంది. 


ప్రధమ మౌలికరూపము - దాని యొక్క జ్యామితీయ వివరణ 


—- 
19. సై శి వి i 7 EF PF 
4.19.1 N ar, +b: ₹ 34 
యను. 9 $ 
a,bలు కనుకోో_వలసిన స్థిరరాశులు. 


— — న క 23 
r.r.=g , —-—r.N.=N, జ 
i ij క» i N జ్‌ b,, 


అని మనమింతకు ముందు చూసాము. (14.4.3) సుండి 


3 ఇ 
r.N= వ గౌ లేదా- L.= aE + bF 


యు మై 
పురియు న్నా N,=ar,. న్న +b? ఇ? లేదా - M=aF+bG అని వస్తుంది. 


క౩ సమీకరణాలను ఇ, 0 ల కోసం సాధిస్తే 


_EM-GL., _FL-EM 
6-౯2 ' “౪6-7౯ 


ని వస్తుంది. ఇ, ల విలువలసు (4.19.1) లో ప్రతిక్షేపణ వేస్తే, 


అస్తి 
19.2 H2N,=(FM-GL) 7, +(FL-EM) 7 అని వస్తుంది. 


అ 
మనము N్క=8'7+b' 7, అనే సంబంధముతో మొదలు పెళ్చినట్టయితే &', 6" లు 


నుకో_వలసిన స్టి సిర రాశులవుతాయి. మరియు, 


ఇ 22 జ వ 
r.N,=a'r2+b'r,.r లేదా 


a E+b'F+M=0 


చ 
న. N,=a' Ty గ +q 72 లేదా a! F+b'G + N = 0 అవుతుంది, 
_ 2',b' ల కోసం ఈ సమీకరణాలను సాధిస్తే 

a’ ని! నం జే వ 
FN—-—GM FM-EN~ “EG F2 2 





౨రియు, 1 


. ష్ణ | ఆ. — on 
19.3 H2N, = FN GM) 7, + (FM-EN) 7, అని వస్తుంది, 
సమీకరణము (4.19.2), (4.19.3) లను తలము యొక్క వెయిన్‌ గార్డన్‌ సమీకరణాలని 


ంటారు. వీచిక తుబ్యమైన మా(తిక. 


క 
1] 
Ta 





AN ran 
Ny TENS Flu EM 
tH a | as 
La Mw FN-GM FM - EN 
i sO ! 9 
( 2 fF 
అసొప్పవతా మూ పక యొక్క నిర్జారకము ద అసుకుంళు, 
చ్‌ షు 


f T04 Al = (FM GL) (FM — EN) —(FL-— EM}(FN —GM) = HT 


ఇ వడ Pe | నార యం ఎ కంద రగ బళ i414) యొక 
త! ౫౦ కనుక. తి యొక్క. విలోమము. . అస్థిత్యము మరియు (14.1.4) యుబక._ 
బత ముమ 


Fe i ॥ ఫ్‌ i 
క EM-FLT 
3 
నమ న. 
వ GM — 1 N FM - CL ale 
_ శీ : [౯ | 


న i జ ఇ ఇ 5 జ్యా, 
7, 1 లను సమీకరణములు (4.19.2), (4.19.3) ల సుండి పారంపర్యంగా తీసివేస్తే 


«tb 


ల్‌ 


WR: క 3 ప! 
Tuy స (EME FL)N,: 
aad దా = 
Tr ={GM=EN) Nil Ms GL}N, 
సమికరణములు (14.1.2), (14.1.3) అ సుం 
వ 
[డే NIXN,=IAl క్‌. T 


—} 
ఇవ H2T™2.HN అని వచ్చును. 


nl 


EE 2 
sss NxN,=N (గా 


ధా ఆ ధా. 3 a 
H(N,xN)=NT2=N (LN - 24. 


4.20 ఉప సిద్దాంతము 1 | క 


fn 
శే 
gy 





| { ఖో 
: 21 ఉప సిద్దాంతము హక. 
fe వా 
చ od 
"NW, 7. J అడం. లజ్జ! ము 3: het 1.2 సుంద 
లై శ న్‌ 7 న 
HEN xr = గక ఎ మసెల్స్‌ కట వ = టేత్‌.- నోటు టి మ 
ra MET 
మ a స 
| -3 | 33 
న శా —ఫ | ~~ Tak A PAE 
వ్ల వసే (ై IN rT స న గ గూ 
| 1 ji: | క i స 
HEN xP, =(PM-CDT,XT,=(FMH-GLNH 
i జ చ wa 
[> క 33 
న! అల ee ణా సె జ వ్ల — | 
న్నాడు [| ఖు వ క్ష | = నీవీ స. Nx 73 Wifi లా Uh 


(14.1.3) నుండి, 
క — న్య క. 
H2EN,xT,=(EN-FMNH 
= EH ~FM 
wn హా i — 
HEN x7, = FM-EMNH 


సము. క షు at వ్‌ ణా EN 
త N,N PF [ఇ హరిక్‌ - మ 


ము (14.8 లోని నాలుగు 
ఐకేతాలనుసరించి అంటే ర్క 6 అ mes (14.8). 


4 ఖీ ఖ్‌ 


స 
ఫలితాలని H|N.N ae క by -క్విర్యీ అనే లప పులా రాయవచ్చును. 


422 ఊఉ దావారణ 1% 
ధారా | 
i) HNxN,=MT,-LT, 
1D H Nx N,=NT, -M 7, అని నిరూపించండి. 


ఆ ప్త ఆ 
422.1 HN =7 xT. అని మనకు తెలియును. పరామితి ఇ తో దీనిని అవకలనము చ 
శ న! ఉణతా శ 2 | 


N సలం xP + శె, ౫ ల అవుతుంది. 
HN,+HNz=rjXTgtT Ti వుతు 
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కనక, 


aa 


ధా స్త 
NxN})=-LT,+MT,=MT)-LT, 


రెండవ సంబంధము (1) ని నిరూపించుటకు (4.23.1) ని పరామితి ౪ తో అవకలనము చేసి పె 
విధముగా చర్చిస్తే, HNxN,= = నే [కేశ గో r అని వస్తుంది. 


423 ఉదాహరణ 2 ః 
H2e = EM? — 2 FLM + GL2 
H2f= EMN-—F(LN + M2) + GLM, 
H* g= EN? -2 కలి? + GM2 అయినప్పుడు, 


ధా 
కన్యక (నే ఆన 


జ 3 3 3 
TN,xXN=H(EN;-fN,) అనీ చూపించండి. 





ఖై 


తలము = వ[క్రాలు 


అ న! . 

క్‌ + య. wy 

i ఇ తన న య. 
ర్‌, దిక్‌ గుళాకములు ల. | 


క్‌ 


తలముపై' స-బిళడువు 'వద్దనెనో' “యూనిట్‌ 'అభీలంబ సదిశ ౫, స్పర్శళేఖీయ నదిశలు 


వ ఛో 
rs T అనే" ము 'స్యతుత' పదిల సమిత్‌ ఉంటుంది. P వద్ద యాద బక సదిశ ౮ 


సే లా ల ళు స; క 
పంట 


య రు | ue అస్త వ వ. ఆ . షే nia US ప శై 
LiL '౮=౮౦౫+ ప= ర్య +0ల్న ఓ వె 


ఆస్‌ “ఇన్వవచ్యును” సహీశిరేతము" (5: 1D ర్త సే 1 లు ఏకైకంగా నిర్వచింప | 


a 
+ ams 


ండినవి. "రో యేళ్ళ నృళ్ళశేఖీయ లాయ. 


ఏ Wi, సన్యా వి 


స్పర్శ “ఎశ్రిఖఫీయ' సదిశగొగోవీ, re కలు ' అరశముగాగల కంగా వేరియంట్‌ సదిశ (క గా గాని 


కూచిలచవచ్చును. ౫,1 "అసు "బి యొక్క "కంటా. వేరయంట్‌. నిరూపకాలని కూడా 
అంటాము: 
Drea PPP Du? TT) 


ఇ 
P వద్దగల స్పర్శ "తలము" "నందలి 'దిశని వర్ణించుబకు యూనిచ్‌ సదిశ 6 యొక్క 


ని దిక్‌ గుణకములని అంటాము. 


అంశములు", ఇ) లని “ఉపయోగిస్తాము. మరియు వాటి 


5.1.3 6 =(Lm=lr)+m 7, మరియు, 


oA 


el 
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5.131 1=17 =1 T;+m T,|2=E[2+2Flm + Gm? 
అనే నియమమును (, ము లు తృప్రిపరచవలెను. 
.050= శే. త మరియుకే కు0= లేగ! 
కనుక 
cos 6 = Ei వాము +1 ము+ యు. 
sin 6 = H (1m! -! fm) అచే P వద్ద గల దిశ (49) మరియు (!',) ల మధ్య 
కోణము 6 ఇవ్వబడినది. మరియు | 


H{(im--1 ము. 


514 nim 71 ము రూం 


దిక్‌ గుణకాల నిర్వచనం (ప్రకారము దిశ (1, 1) కు అభిముఖ దిశ (-4- 1) అనేది 


స్పష్టమే కదా! 


స్పర్శ తలముపై ఏదైనా సదిశ జ కు స్పర్శీయ భాగము (౫, 1) అయితే, ఆ దిశలో దిక్‌ 
గుణకాలు 
A HL 
(l, M)= | rece sn అవుతాయ, 
( 222 + 2 Fri + Gu? VEX? re) కలరా 


కనుక (౫, [ఏ లను దిక్‌ నిష్పత్తులు (Direction ratios) అంటాము. 


ర్‌.2 ఉప సిద్దాంతము 1: 
యూనిట్‌ స్పర్శ సదిశ 
dr -~ 3 
3 TU చలా? నుండ6l=u,m=v అని తీర్మానించుకొనవచ్చును. 
7 స్థిరమై నప్పుడు, ౪' = 0 కనుక ₹= 7, ఇ! అవుతుంది. మరియు వర్గము చేసినచో 
క 
Eu" = 1 కనుక 2|| 


JE 


వుతుంది... ఆదే విధంగా వ్మక్రము ₹ = స్థిరము యొక్క యూనిట్‌ స్పర్శ సదిశ 


వ 
ళా లూ _ న ప్త గా మనము (వాసుకొానవచ్చు ను. 
Te) 


8 ఉప సిద్దాంతము 2 ? 


'పరామితీయ వకములు 1 = స్థిరము, ౪ = స్థిరముల మధ్యకోణము 6 అయితే, 








వై i 
605 6= లి. లి = త ఆ 
12 సంజ VEG 
IT x7] H 
వము 6 =! శి 1౫6 హా Oe కుట ము 
ళా {Ea VEG 
వ[కము V౪ = స్థరమునకు దిక్‌ గుణకము (శ దిశ (du, dv) 3 మరియు 
1 
(Fa) క్రీ మధ్య కోణము 4 అయితే, 
బే 
cos 4 = +. లత్మ=గ్యొ alu గ vb. 7 
(Eut + Fv) 
3 3 | 
sin acl చి! | వారలా! భలే 
జ స, JE E 
వీటిని (ము లలోకి మారిస్తే 
తతత (El + FM) 
VE 
Hm 


sina =—= 
VE 
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1 | 
6) వ్యక్రము ఇ = స్థిరమునకు దిక్‌ గుణకము (° 1) దిశ da 47) కి మరియు 


6 sl కి మధ్య కోణము గీ అయితే, 


3 
గె క FG +GV' 
2 


JG VG 
జ 


Shales =|7 నన్నె de = ~~ 


' (', ౪% అను ([, ము) లలోకి మార్చృవచ్చును. . 


గ) ఏదేని రెండు దిశలు (౫, ఓ) మరియు (౫', 1 ల మధ్యకోణము , 
బస న్నే లట స్క వి = టే న్నే +11 7 కనుక 
|Z] = (EM +2 క + G22 
[Bl = (224 2F% 2! న. 

మరియు ౫. B =| 2|| Bl 6050 

లేదా (౫ T+LT)). (౫1! T+ 7)=|al |B] cos 8 


EN +FOu' +A లట + 6౬1! 


= C0s0= 
(BA + 2 Fh + GUD (EA +2 FM + Gp 


2) 1/2 


EB Own 
we BL 12+ 21+ GY (EA +2" + G2) 2 
మరియు 


(Gu — A uy) H 


టం తనా. ఆలో 


(6.1.4) మరియు (5.8.1) ల నుండి దిక్‌ గుణకాలని వాడినా దిక్‌ నిష్పత్తులను వాడీనా, 18 6 


విలువ మారదని త లుస్తున్నది. 
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౪ రెండు దిశలు పరన ఏర లంబాలు కావటానికి వియమము క 
6 = 90° అయినప్పుడు. 605 6౦= లేదా tan0=% అవుతాయి కనుక, (5.1.4) 


మరియు (5.3.1) ల నుండి 


(6.3.2) మ ' + F(lm'+l'm)+Gmm'=0 


లేదా తగు. + క (0u'+Ap) + Gy' = 0 అవాలి. 


1 7 
an F(x అట్లా) +6=0 
m m m 


a 
m 
AN NX NM 
EE: ష్య se + నా + (= 0 అని కూడా రాయవచ్చును. 


౧ తలము యొక్క స్పర్శ తలముపై దత్త దిశ (ఓ, M) నకు లంబముగా నుండే దిశ యొకు. దిక్‌ 
గుణకములు ః 

దిశ (1, ము నకు లంబముగా ఉండే దిశ యొక్క దిక్‌ గుణకాలు (1', mM) అనుకుంటే. 
(5.3.2) నుండి, 

Ell !'+F(lm'+lim)+Gmm'=0 
మరియు H(1m'-1' m=1 అని వస్తాయి. 


వీటిలో మొదటి సమీకరణాన్ని 
L'(EL+Fm)+m'(Fl+Gm=0గ రాయవచ్చును. 


క ఓ! m = k (అనుకుందాము) 
56.3.3 - క్లారా -(El+ Fm) క్ట 


దీన్ని రెండో. సమీకరణంలో (పతిక్షేపిస్తే 
H (7౩౨0౫ + కయి - మరో! యి. మ) =1 
లేదా 


HK (E12+ 2 Fm + Gm) = 1 అని వస్తుంది. 


తి 
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కాని (5.1.31) దృష్ట్వా ఇది HK=1 అనే ఫలితానికి దారి తీస్తుంది. మరియు (5.3.3) నుండి 


, Fl+Gm ,  _(El+Fm 
ls H pm = H i 





రడ ఉప సిద్దాంతము శి: లంబ పరామితీయ వ[కములు ః ] 
P వద Eg =F=0 అయినప్పుడు, P గుండా వెళ్ళే నా వ[కాలు లంబ 
(తం 
వ[కాలవుతాయి. 
పతిబిందువు వద్ద నియమము 7. 1 = పౌ = 0 తృప్తి పడినప్పుడు, పరామితీయ 
'వ(క్రముల రెండు వ్యవస్థలు లంబముగా ఉంటాయి. తలముపైని పరామితీయ వ[క్రములు లంబ 


వకములగుటకు ఆవశ్యక, పర్యాస్త నియమాలు F = 0 పరామితీయ వక్రములు ౪ = ష్బ Vv= ళ్ళ 


మధ్య కోణము 8 అయినచో, 

5.4.1 (106 =ళ్లే అని మనకు తెలుసును. 

ఆవశ్యక నియమము ః పరామితీయ వ[కముల వ్యవస్థల అంబ వ(కములయితే, 0 జ్‌ కనుక F = 0 
ఆవుతుంది. 


పర్యాస్త నియమము ః పొ = 0 అనుకుంగాము. (5.4.1) నుండీ t8n6 -**౧ అని వస్తుంది. 


అంటే 0 == ఇ అవుతుంది. కాబట్టి పరామితీయ. వృక్రముల వ్యవస్థలు అభిలంబమగును. 


ర్‌.ర ఉదాహరణ 11 తలముపై దిక్‌ గుణకములను నిర్వచింపుము. రెండు ఇచి న్బిన దిశలకు 
మధ్య సున్న సెన్‌, కొసెన్‌ కోణములకు సూ(తాలను కనుగొనుము, 


ఉదాహరణ 2 ; పరామితీయ న్మకములు అభిలంబ న్యవష్టలగుటకు క పర్యాస్త నియనూలు 
Fz=0 అని విరూసించండి, 


ఉదాహరణ శి 1 పరామితీయ వ కమాలు లంబ పక్రములయినప్పుడు, తలము మీది శేఖిలు, ౮ = 
స్థిరనుచే ఇన్వబడిస సక్రములను గ్ర అనే స్థీర కోణములో ఇండించితే, ట్‌ రీఖల అనకలన 
సమీకర i un |) అని నిరూపించండి, య క! 
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సాధనము ; పరామితీయ వ(క్రములు లంబ వక్రాలయిత్తే (5.4) నుండి F = 0 అవుతుంది. 


F= 0 నుండి హో = EGF =EG లేదా H= VEG 


“ని వస్తుంది. పరామితీయ వకము = స్థిరమునకు దిక్‌ నిష్పత్తులు (0, 1) మరియు = 
'కోజముతో వాలు వక్రము యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు (4, 47) అనుకుంటే, 
తు H (లే ఇ NL). 
EMT! + F Ault + Xt) + Guy! 


Hdu 
“dv 


JEG. du 
“647? 


du [CG 
re p tanB. 


(కొల కుటుంబము - లంబ సంఛేదము ః 

₹=7 (1,౪) అనే పరామితీయ చిత్రణ ద్వారా ఒక తలము 5 నిర్దిష్టమైనదని, సదిశా 
ఏమేంయము 7 యొక్క ప్రదేశముగా 0 మీద ఒక వాస్తవ మూల్య ప్రమేయమని అనుకొందాము. 
) లోని (పతి బిందువు వద్ద $ కు అవిచ్చిన్న పాక్షిక అవకలనలు ఉన్నాయని, ఏ బిందువు 


ద్దనూ అవి రెండూ సున్న కావని అనుకొందాము. అప్పుడు వ్యాప్తిలోని (ప్రతి ౭ కు 


h6.1 భు (u, v) mC 


| స ము ౧ 
ఏ (యువపరిచే (1, ౪) లతో ఏర్పడిన బిందువులు 7 (1, ౪) ఒక వక్ర 0 
రి మీద ఒక నక 


» 
న్‌ 


కాసాందిస్తాయి,. 6 వివిధ విలువలకు ఈ విధంగా ఏర్పడే వకాల సరణీని 


కంటు అబము అంటాము, సౌలభ్యం కోసం లలంమీది. బిందువు 7 (u, ఖను (౪, ౪ తో 


బములోని స్మకము ౧౫ 
బాచిద్దాము,. తలము నీ మీది బిందువు P (ఇ, ళ్ళ) గుండా ప్రై కుటుం lb 


సష్యమే, అంతేకాక (5.6.1) సు 
ఫోనులూనికి ఆనశ్యక, సర్యాస్త నియనుము, 6= థీ (యః గ) అని స్పష్టమే, 


ఎద కకవాను లు వీయపగా వదే?, 
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5.6.2 0, du + op dv= 


నుండి P వద్ద ఇ యొక్క స్పర్శరేఖ దిక్‌ న్‌ టలు (- 4, థీ) అని కూడా 


a1 LE UU. =u 
గమనించవచ్చును. (5.6.1) నిర్దిష్టం .చేసే కుబుంబములోని వకాలు అవకలస సమీకరణము 
(5.6.2) యొక్క సాధనాలు అనేది స్పష్ట ష్టమై స విషయము. 


విపర్యంగా P,Q లకు ఏక కాలికంగా _హాన్యం గాని అవిచ్చిన వ పొక్షిక అవకలన్గులుంటే 
5.6.3 P(u, v)du +Q (u, v) dv = 0 ఒక వకాల కుబుంబాన్ని నిర ఇచిన్తుంది. 


ర్‌.7 సిద్దాంతము ౩ దత్త తలము 5 మీది ఏ వ్మక కుబుంబానికెనా . అనుగుణంగా (క్రింది 
లక్షణాలుగల మరో వ[కకుటుంబం వ్యవస్థితము. “ఏ బిందువు వదనెనా రెండు కుటుంబాలకు 
చెందిస ఒక్కొక్క వృక్రాన్ని తీసుకుంటే ఆ రెండు వక్రాలు పరస్పర లంబాలు”. (ఈ 


సందర్భంలో రెండో కుబుంబాన్ని మొదటి దానికి లంబ సంశేదాలు అంటారు. 


ఉపపత్తి : Pdu+Qdv=0 ద్వారా వకాల కుటుంబము నిర్దిష్ట ష్టమైన సదసుకొందాము. 


తా 


అప్పుడు ప్రస (1, ౪) వద్ద స్పర్శరేఖా దిక్‌ నిష్పత్తులు (- (0, P) కసుక దీని! 


లంబంగా ఉండే దిశకు దిక్‌ గుణకాలు (640, 67) లెతే, (5.3.2) సుంచి 


E(-Q) du + క (౦4+ P dv) + GP dv =0 కావలెను, అంటే 


5.7.1 (FP— EQ) du + (GP —FQ) iv = 0 
దీనిలో dy, 647 ల గుణకాలు అవచ్చిస్న (పమేయాలు. అంతేగాక వి (ఇ ల్లు ఎక 


కాలికంగా శూన్యం కావు. 
కసుకను, EG - F2 * 0 అవటం వల్లను 
(FP - EQ)? + (GP - FQ)? అనేది P, Q లలో నిశ్నిత వ. వర్గర్లూషమ్లు. 


అందువల్ల FP-—EQ, GP - FQ లు ఎక కాలికంగా సుస్న కావు. 
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కనుక. (57,1) ఒక వక, కుటుంబాన్ని -సూచిస్తుంది. 


ర్స్‌ వక్రముల.. కుటుంబము మొక్క, సమాకలని రూపము -f (1,.౪).=.0 & లో.ఇవ వ్వబడిన నప్పు డు 
f(1,౪ = 0.ని అవకలసము చేస్తే, 


f ఘు +f [7 = 0. అవుతుంది. లోదాణి=.f,,Q.=గ్రీ అనుకుంటు 


5.8.1 96+ (4౪ =0 అవుతుంది (5.7.1), (5.8.1) ల -సుండీ 


5.8.2 (F క్‌ — Ef.) du + (G f 1 -Ff)dv=.0 అని లభింద్రుసు. ఇది కావలసిన వక్ర 
స్త 
సంచఛేదముసు నిశ్చితము చేస్తుంది. 


5.9 ఉదాహరణ 1, ఒక తలము 5 సె దత్త వక కుటుంబము, డాని లంబ సంధేదాలు 


తో 


భూ 


పరామితీయ వక్రాలయ్యేబ్లు వ కు పరామితులను వస్స్నుకోషణం ఎప్పుడూ = సాధ్యవు 
_నిరూపించుము. 
సాధనము 2 అవకలన సమీకరణము P du + Q dv =0 సొర్టెడింబే వక కుటుంబము $ = 
అనుకుందాము... అప్పుడు P = ౫4, (= సెక్సి అయ్యేబ్లు ప్రమేయము ౫ =0 వ్యవస్థిత 
మవుతుంది. ఈ కుబుంబపు లంబ సంఛేదాల సమీకరణము ౫ = అయితే (5.7.1) నుంచి 


FP — మ0 = (స, (9 - ౯౦ = ॥ సో అయ్యెబబ్లు (ప్రమేయము 240 తత తక: కనుక 


జాకోబియన్‌ 


న. 
3 





wi] టక పం 
WW | ౯9-96 ఆంఇం| న్‌ స 





గ 29, క్‌ 
లో BQ? - 27 PQ + GP? నిశ్చిత ధనాత్మక వర్ల రూపము కనకర్థగ్యు 7౮. అందాలని 





పర్తామితులు ॥',౪' లను 
చ = థీ (1, ౪) 


౪ ఖో ట్య 1 
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గా తీసుకుంటే, ఈ ౪', ౪' ల దృష్ట్యా పరామితీయ వ్రాలు $= 6, Y= 6. ఇవి ఒక దానికొకటి 


లంబ సండేదాలు. 
ఉదాహరణ 2 ౩ పరామితీయ వ(క్రాల మధ్య కోణాన్ని సమద్వి ఖండస చేసే వ(కాలు 
Edu? - 64౪2 = 0 అని చూపించండి. 


సాధనము $ పరామితీయ వక్రాలు ౪=6,1=€ ల మధ్య కోణాన్ని సమద్వి ఇండస శసే దిశ 


(du, dv) యొక్క దిక్‌ గుణకాలు (/, ౧) అసుకొందాము. 


స న. hh ACs 
పరామితియ వకాల స్పర్శరెఖా దిశలో గుణకాలు వ్‌ 0) (9 17) కసుక 


=E.0.! స. 5 +0. క  . 


. El+Fm  Fli+ Gm 


VE VG 
దీన్ని (NEG -—F)(VEL-VG. m) = 0 గా వ్రాయవచ్చును. 
దీని నుండి 
VEL-VG.m=0 అవుతుంది. లేదా VE du- VG dv = ౦. 
(ఉష, &౪) కి అంబదిశ (8 |1, ర 1) అయితే IF 8u+VNE8y=0 
అంతే (dU, dv), (ర |, రిy లు 


కె du? ~G v2 = 0 యొక్క మూలాలు, 


ఉదాహరణ 8 ః బుజారేఖ యొక్క (స్తూ చలనము వలన జనియింపబడిన హౌలికాయిడ్‌, 
ఎక్టమును 0 కోణములో కలియును, జనక రేఖియొక్క లంబ సంఛేదములను కనుక్కోండి. 


ూ ధనము ; పరామితులు ౪, ౪ లకు వాస్తవ విలువలు తీసుకొన్నప్పుడు తలం సమీకరణము 


భయమే = వక్రాలు 187 


వ 3 reer క | 

₹ = (1౧50009 టభట8 097, ఇ ౦605 6+ ౧7) అవుతుంది. 
స చే ఫె ఇ ఇ ఇ 
.T,=(sinacosv, sin 4 sin v, cos 0) 


3 | . 
I1,=(-usinasinv,usinacos v, a) 


మై 1 క = 20050 G=u2 sin? a+ a2 
వకాలు ౪=6 గా జనక రేఖలు ఇవ్వబడినవి. వాటి దిక్‌ నిష్పత్తులు (1, 0) గా ఉంచాయి. 
Edu + Fdv = 0 'అయితే, దిశ (d౪, ౪ (1,0 కు లంబముగా ఉంటుంది. 
అంటే du+acsadv=0 
కనుక ఇ + ఇ 605 6. ౪= K కుటుంబములోని వ[క్రాలు పరామితీయ వ(క్రాలెన ౪₹=6 కే లంబ 


ఏంచేదాలు. 


ఉదాహరణ 4 $ లంబహౌలికాయిడ్‌ మీది 1605 ౪ = K అనే వక్రములకు అభిలంబముగా ఉండే 
వృక్షముల కుటుంబము (౪2 + 22) 8౧2 ఇ = 6 అని చూపించండి. 
పాధనము ః లంబ హెలికాయిడ్‌ యొక్క సమీకరణము 
T =(ucos v, usin v, av) 
i న = (cos 7, sin v, 0) 
వ = (— u sin v, u 005% 8) 


జ్ర TT 0,G= T,2=u2 +22 


sa 
(5.9.1) E= మ] 172 


u cos v= K ని అవకలనము చేస్తే, 
cosv Au~usinvAv=0 
లేదా Aur:Avzusinv:cosv 


స్పర్శలేవీయ దిశ (4, &౪) కి (44, 67) 
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అభిలంబమయితే, F =:0 :కమక 


Eu.sin v du + G cos v dv = 0 అవుతుంది. (5.9.1) నుండీ 





605 Vv 
2 + a2 d Sin Vv 


సమాకలనముచేస్తే 
log (1 + 22) + log sin? v = log 6 అవుతుంది. 


లేదా (1? + ౩2 $n? v= ౬. 


ఉదాహారణ శ *'పరావలయజము ౫2-3? = 2 మీద సమతలము 2 = స్టిరరాశితో చేయబడ్డ 
ఛేదము యొక్క లంబ నంచేదములను కనుక్కోండి. 
సాధనము ః తలము యొక్క పరామితీయ సమీకరణము 


— ॥ 
“T= (u, Vv, u2— v2) 


చ్‌ = (1,0, పు, 7 = (0, 1 —2v) 


E=1+42,F=-4uv, G= 14+ 4v2 
సమతలము 7 = స్టేరరాశి చేత, చేయబడ్డ చేదము యొక్క సమీకరణము 
(5.9.2) u2 — ౪2 = స్థిరరాణి. 


ఇది తలముమీది వ్యకాల కుటుంబము యొక్క సమీకరణమవుతుంది. దీనిని అవకలనం చేస్తే, 


udu - ౪767 = 0 
కద కక ఎ 


vu 
అంక (5.9.2) చేత ఇవ్వబడ్డ వక్రాల కుటుంబములోని ఒక వ[క్రము మీది బిందువు (౪, ౪) 


అయితే అక్కడి స్పర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ నిష్పత్తులు (౪, 1) అవుతాయి. (౪, 1) కి లంబ$గొ 
"ఉండే దిశ (64, d౪) అనుకుంళకే 


గంము. = వ్రాలు న 


అయ శ? (+ సఖ Guu = 0 

C1 + 402 w du — 4uv (ఆతా ఖే udu): + (1 + 4౪2) ఇక? = 0' అవుతుందే; దీన్ని: 
వాక్స్‌ కరస్తే, 

vde + udv = 0 
(ని వస్తుంది. ఇద్‌ లంభి నంశేదముూ యొక్క. అవకలన: సమీకరణము:. దీనిని. సమాకలనము" 
స్తే ౧౫ = స్థ్రీరము అని వస్తుంది. లేదా'౫? = స్థీరము;. అంయే' సంఛేదములు అత్‌ పరు వలయ' 


గ్చాపము ౫” = స్థిరము మరియు పరావలయజణు యొక్క శేదము:. 


దావారా 6 ౯౫ = asin ఇ 6ంకళ.) =a simusinv.z =a c0కయ చేత ఇవ్వబడ్డ; గోళము: 


దే. పరామితీయ. వ్యక్రములు' లంబ ea వ్యవస్థను: రూపాందిస్తాయని. చూపండి. వ(క్రము' 
= స్ట్రరమును, కోణములు మరయు ద్‌ ప త్రో కలియు: రేండు: వశ్రాళ' కుబురబోలను: కూడా" 


4: 


న ( కజాస్ట్ట్రే న్‌ ఖా ' పా త... ప న్‌ వో ag న. 
ధనము tr (ఇ కు తు 665ళా,జు simu కు): cos u): 


. 


కా జ 2 (వళ కళ. 05కళుయ vw. sim uw): 


వా (కట్లు uw sin స sin: u cos v;:0): 
Cn a2. P=. asi u 
= ౮ కనక గోళము: మీద్‌ పరామతీయ వ్రాలు: కంబ వక్రొలు.. 
వ(క్రము: ౪ = స్థిరము: యొక్క దక్‌ నిచ్చుత్తులు (1, 0) నకు, దిక్‌ నమ్చత్తులు. (44). 1౪) 


కు: మధ్య) కోణము 7 అనుకురదోము:. 






On: ఊయల యు. 
అ MEE +R a) + Gy 








న శ్‌ a2 simu: (dv) 
tan 
4 a2 du: 
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లేదా 60566 64 = dv 
సమాకలసముచేస్తే 
హ్‌ 
log tan pg =V+ log c = log 66 


u 
రోమా = 


ష్ష్‌. 


అంటే వ|క్రము'౪ = స్థీరముతో కోణము = దేసే వ(క్రాల కుటుంబము 
tan క్లే = అన 
6 ఓ20ుబ్చ =6అ మాట. 


3r 
a న అయినప్పుడు, 


5౫ 
tan Fae 1 మరియు cosecu du = dv 


సమాకలనము చేస్తే, ఆ tn కా =6 అని వచ్చును. 


ఇది వకములు ౪ = స్టిరముతో కోణము వ్‌ చు వ(కాల కుబుంబము యొక్క సమీకరణము. 


5.10 రెండు వ(క్రాల కుటుంబాలు | 


u,v లలో P,Q,R లు ఏక కాలికంగా శూన్యముగాని అవిచ్చిన్న (పవేయాలవుతూ, 


(2౫ PR అయితే ది ఘాత అవకలన సమీకరణము 


5.10.1 ౨౦12+ 26 du dv + [64౪2 = 0 రెండు వ(కాల కుటుంబాలను సూచిస్తుంది. 


విడివిడిగా యీ కుబుంబాల అవకలన సమీకరణాలు కావాలంకే 


5.10.2 ఇ 20 ఫ్ర +గెఐ 0 సుష్మ సాధించి కనుగొనవచ్చును. 


5.11 వగక్రాల కుటుంబాలు అంబమగుటకు నియమము : 


సమీకరణము (5.10.1) చే ఇవ్వబడ్డ రెండు వక్రాల కుటుంబాల దిక్‌ నిష్పత్తులు 


(౧d, wD, Ol, 11) అసుకుందాము. * అప్పుడు స మరియు ల స్‌ ఏకరణము (5.10. 2) సకు 


మూలాలు అవుతాయి. 
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NN 2౧౧ R 

వ నక? న జ నం జ క వన 

Hoy టట P 
కూ. 
ఓ. ) = 7) - Mig Es 


రెండు దిశల మధ్యకోణము 6 అసుకుంకే 


టన. 
సా + క Gu + XN) + Grp 


కా 
\u py) 


| [+ 
బ్రమ యూ + ల +G 
Lp LL H 


tan 8 = 


2 ; Sonia 
H. 7 (6౧2 - 1/2 


|| (క +F వ మ. +.G 


EP 


2H (Q2 — మ 
ER - 2FQ + GP 


కలు లంబ దిశలు కావటానికి 6=90 లేదా 120 6 == అవ్వాలి. అంటు 


1111 ER-2FQ+GP=0 
అవాలి... ఇది రెండు వకాల కుటుంబాలు లంబమగుబకు కావలసిన నియవుము 


వుతుంది. 


;,12 ఉప సిద్దాంతము ః పరామితీయ వ(క్రాలు లంబ వక్రాలు అవటానికి కావలసిన నియమము £ 


P=0,R=0 అయితే, సమీకరణము (16.5.1) నుండి 410647 = 0 అని వస్త్తుండ్‌. ఇది 
రామితి య వ[కాలు = స్థిరము, v= స్థిరమును ఇస్తుంది. (5.11.1)లో P=0, R= 0 అని 
సుకంంకేు, F=0 అని వస్తుంది. పరామితీయ వక్రాలు లంబకోణీ యములవః వాన F=0 


వాఅనే విషయం మసం ముందు మూచినదే. 
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5౫8" ఉదాహారణ ః లంబ హెలికోయిడ్‌- 

జ =-{u-c6s viu-sin v, ab} 
మైద-వ(క్రాలు' ఉష! -(౮2 +22) లంపకోణీయ వ్యవస్థను రూపొందిస్తాయన “నిరూపర వండి” 
సోధథనము"కి Tr=(ucos Vv; u sin'v, av) 

కసక E=1,F=0,G=ur +a 

P du? +2Q dudv+ Rdv2=0 
జ్యారా' ఇవ్వబడ్డ రెండు వక్రాల కుటుంబాల -పతి"'నిధులు "అరిబము' కావలూనీకి " 

ER—2FQ + GP = 0 అనే నియమము ఆవశ్యకమన్‌ మనకు తెలుసు:- 
వ్రాలి సమీకరణము... 

du (21 22 0౪2 = 0 ను-(5.10:1)'తో- పోలిస్తే: 

Pei, జ 0, R= - (12+ 22) అని వస్తుంద. 
వీటినుండి -- 

ER=2FQ + GP = - (02 + 42) + (12+ 22). 1 = 0 అని వస్తుంది. 
“dau adv? =0 


చే ఇవ్వచిడ్డ -వక్రాలు అంబకోలణీయ-ప।క్రాల్‌ 'వ్యవస్థను' రూపోందేస్తాయి: " 


అభిలంజవ [క త్రం 


5114 వోతు'మరీయు-అభిలంటబ-ఛేదములు'? ' 

తలం: ఏ “పెగల + బిందువు =P ' ద్యారా 'సమతలము--7 'ని గీయుము:"- అప్పుడు 7, 
సమతలము 5 ని-వక్రము € "తో. చేదిస్తుంది.- దీనీని'5 యొక్క ఛేదము' అంబాము. P పద్ద 
గల: కో యొక్క! అభిలంబముసు "కలిగి" వుండేబబ్లుగ్యాో సమతలం ని గీసిన తే, అప్పుడు" 


వృక్రము:( ని అభీలంబ ఛేదమనియు లేనిచో ర ని వాలు'ఛేదమని' పిలుస్తాము: 
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ర్‌ 15 అభిం౦బ వ క్రతా నదిశ ;' 


తలముపై బిందువు ప నుండి పోయే ఒక వక్రము C అయితే (మరియు P వద్ద దాని 


వ[కత K అనుకుంటే వప సదిశ సై స (=k గ్‌. కు సమానము. 


తలమేనకు అభిలంబముగా నుండే క యొక్క అంశమును K, గాను, తలమునకు 


స్పర్శ రేఖీయగా ఉండే అంశమును K గానూ విడడదీ 
క. 





పటం 5.1 
స్తు ఆరు - 
సదిశ ఖ్‌ ని అభిలంబ వ[కతాసదిశ అంటాము. మరియు కి జ కస్ట N గా కూడా 
ప వాసి 
వ్యక్తం చేయవచ్చును. దీనిలో ను అభిలంబ వక్రత అంటాము. సదిశ క్మ్‌ వ్యకము ౦ తో 
n | సం | 
మా(తమే నిశ్చితము చేయబడుతుంది. ఇది ₹ లేదా N ల దిశపె ఆధారపడద్దు. కాని దాని 
—3 అస్త న 
గుర్తు 2] యొక్క దిశ మీద ఆధార పడుతుంది. సదిశ హా ని స్పర్శ రేఖీయ వకతా సదిశగా 
గాని, జియోడెసిక్‌ వక్రతా సదిశగా కాని పిలిచెదము. , 


సమీకరణము ౫, t =0ని అవకలనము చేస్తే 
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ఆయె 
. | ds2 


లేదా సమీకరణము (4.12.14) నుండి, 


OO Lau +2Mdudv+N dy? 
es ఖ్‌ ~E du2 + 2F du dv + G dv? 


సమీకరణము (5.15.1) అభిలంబ వ(కత K. ని ఇస్తుంది. 


rw 
P వద్ద గుణకముల్లు E, F, G, ఓ) M,N లు సిరములు కాబటి P వద దిశ తో 35 
ద థి ట్‌ ట్‌ du n 


పూర్తిగా నిశ్చితము గావించబడుచున్నది. అంటే, P గుండా పోయే అన్ని వకములకు స్పర్శ రేఖ 


ఒకే దిశకుంటే. వాటీకి ఒకకటే అభిలంబ వక్రత సదిశ ఉంటుంది. 

శత జ . 

(1) Nనుండి? కి థకోణము మరియు ౫1. లౌ=0, గి. ₹=0 కనక గో నుండి సంస్పృర్శక 
తలంకి కూడా కోణము కావలెను. 
వాలు ఛేదము యొక్క వక్రత ఓ కనక ]న్ని = 15003 1 అవుతుంది. దీనిని మ్యూనర్‌ 
సిద్దాంతమందురు. 


Sar 
(11) ££, తలము యొక్క అభిలంబముపై వక్రము యొక్క (ప్రధాన అభిలంబము వెంటనున్న 


| 


K పొడవుగల సదిశ యొక్క. విక్షేపము. 


బొమ్మ (1)'లో తలము 5 నందలి వ్యక్రము ౮ యొక్క. ప్రధాన అభిలంబము గి, తలము 
“యొక్క అభిలంబము N త్లో ఏకీభవించటము లేదని చూపుచున్నది. వృక్రము.C 
జియోడెసిక్‌ (౯౭0516) వుకము అయినప్పుడు మాతమే ౫] తో ఏకీభవించును. 


సలు 


me 


లము - వక్రాలు ie 


5.17 అభిలంబ ఛేదము యొక్క వక్రత ః వేరొక పద్దతి ః 

తలము 7 =7 (1,౪) ని సమతలములతో ఛేదించుట వలన వచ్చు ఛేదములను 
తీసుకొందాము. వీటిలో తలముయొక్క అభిలంబము N ఉండేవి, మరియు P (గో) గుండా 
వెలే గ్‌ థేదములసు మా(త్రమే తీసుకొందాము.. ఇటువంటి ఛేదములు సమతల వక్రములుగా 
ఉండును. P వద్ద ఉండే వీటి (ప్రధాన అభిలంబముగాొ గో తలము యొక్క అభిలంబము N క్రీ 
సమాంతరముగా ఉంటాయి, గో మరియు N ఒకటే దిశకున్నాయనుక్‌"ందాము. 

గ ఏ వైపుకు ఉన్నదో, ఆ పక్కకు వక్రము పుటాకారమై తే,. చేదము యొక్క వక్రత, 
K. ను ధనాత్మకమని అంటాము. (ఫెనెట్‌ మొదటే నియమము నుండి 

P=P"=KN 
T" 


= K 


n 


[1 
త ml 


నూ. 


ట్‌ 
Tr 


it = a కా 12 — fur ఆసా 2) 
jiu న. వా. స హం 


2 2 
Lu" +2Muiv'+Nv' 


లా 3? 3 
r క 


-3 - ధా 
i=0,N p=0N.T “LN. బ్య = నెక్‌ మ. వై = సై, 


ఆవాస్‌ 
ఫు 11 12 


L du +2M du ఈ + Nav 
ట్ర వమా నాననా వనన నతన లం నాలో 
ప ఇ చార? + 2F du dv + G dv? 


ఇది తలము యొక్క అభిలంబ ఛశేదము యొక్క వక్రతను, దిశ (du, dv) నందు 


ఇచ్చును. (దీనిని సంగ్రహముగా అభిలంబ వక్రత అంటారు). దీని వ్యుతగ్రామమును అభిలంబ 


వ(కతా వ్యాసార్ర మంటాము. దీనిని ర్వీ తో సూచిస్తాము. 


5,18 గమనికః 
సమాసము (5.17.1) నిష్పత్తి ఇ చ్‌ కిద మాత్రమే ఆధారపడును. P వద్ద ఒకదాని కొకటి 


ఆనుకొని ఉండే రెండు వ(క్రములకు దీని విలువ ఒకటే వుంటుంది. మరియు వీటికి ఒకళే 
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ప్రధాన అభిలంబము అంకే ఒకళే సంస్పర్శక సమతలముంకే, వాటికి P వద్ద ఒకకే వక్రత 
వుంటుంది. 

కనక P వద్దగల తలముపె ఏదైనా వృక్షము యొక్క వక్రత, P పద్ద వృక్రము యొక్క 
సంస్పర్శక'సమతలముతో తలమును ఛేదించినప్పుడు వచ్చిన ఛేదము యొక్క వ(కతా ఒకళేగా 
వుంటాయి... కావున తలము యొక్క సమతల ఛేదముల వ[కతలను మాతమే చదివితే 


సరిపోతుంది. 


5.19 ఉదాహరణలు : 

1. లంబ హెలికాయిడ్‌ x= ఇ 003 Vvy=usinv,z=cv యొక్క అభిలంబ చేదము 
యొక్క వ(కతను కనుక్కోండి. 

పాటని 


_L du? + 2M du dy + N dv? 
మ Edu2+2Fdudv+G 472 


మరియు 7 = (u cos v, u sin v, cv) 


E=1,G=u2+(2,F=0,L= 0,M=-§,N= 0 


kK = -2C du dv 
un HI[du2 + (u2 + 02) dv2] 


2. ఏదైనా బిందువు (1, ౪ వద్ద తలము 


x 2 y బడ 2 = 1౪ యొక్క అభి ము, యూనిట్‌ స దిశ 
2” va’ 


XN - eens 2) త ysl 
/2.V1+u? + v2) "Te 


తో ఇవ్వబడినదని చూపించుము. మరియు మూల బిందువు వద్ద దిశ (d౪, 647) నందు 


అభిలంబ ఛేదము యొక్క వ(క్రతని కనుక్కానుము. 
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— +vUuU—V 
సాధనము 2 r = య్‌ ; UV 
se TET ) 


SILL SOA AG 
FF క (క JZ ) 
Ee ప స్తు 

r= (0, 0, 0), r 12 (0, 0, 1), r 22= (0 0, 0) 


E=7T?=1+v,F=uv,G=T2=1+u2 


౨. H=EG-F2=(1+u2 (1+ v2) -u2 v2 = 1 + u2 + v2 


11° 1 l 
2 TXT, FA న్‌్‌ V2 


(lu+v,v-u-—-V2D _ (x,~—y,—-l1) 


242 Var+e+y) 


> సా 3 2 1 
మరియు 1= గ. ప= 0, విక్‌= కష్ట పీ! = - mH 
3 
N=ryN=0 
L du? + 2M du dv + N dv? 


n FE du2 + 2F du dv + G dv? 


_ —2 du dv 
V+ u + v2) [A + v2) du? +2 uv du dv + (1 + u2) dv2] 


3. రెండు తలముల ఛేదము యొక్క వక్రము నందలి ఏదైనా బిందువు P వద్ద వక్రత ¥ 


అనుకుందాము. క, కలు P వద్ద వ|క్రదిశలో తలము యొక్క అభిలంబ. వకతలు 


"మరియు P వద్ద అభిలంబాల మధ్య కోణము (1 అయితే, 
K2 sin? a= Kk + క్ని జ 2K 2 + K2 —2K, K, cosa 


అనే సంబంధములో K ఇవ్వబడునని చూపించుము. 
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సాధనము | తలాలు వ మరియు న్య ల ఛేదకము వ్మకము C.C మీద P(7) ఒక బిందువు. 


అ అం 
N, Ny లు ఈ రెండు తలాలకి యూనిట్‌ అభిలంబాలు. 0 వీటి మధ్యకోణము కనక, N| 
3 
N..N, = 00506 
—_ i UR 
P.P=0,N,. ₹=0, స్మా, P=0 కనక న 


సదిశలు గి, నో నో లు సతలీయమవుతాయి. కాబట్టి వీటిలో ఒక సదిశని మిగతా | 


రెండిటి ఏక ఘాత సంయోగముగా రాయవచ్చును. 


Sn 3 
5.19.1 r =aN,+bN, అనుకుందాము 


“| 
Z| 


=a+bcos 9 





1 
నౌల షో = 2005 6 +b 
లేదా కష =2+0 0056 
కళ్ళ = 200569 +0 
2,b ల కోసం సాధిస్తే, 
మాము cos 6 మాట్‌ 6086 


ఫి 


అని వస్తుంది. 
sin? 0 sin? 6 = 


వీటిని (5.19.1) లో ప్రతిక్లేపిస్తే 
3. 9 కై = 
Kn sin O=(K,—K, cos O)N,+(K,-KcosO)N, 
లేదా K2 sin 6 = (K,? + K,2) (1 + 6092 6-2 cos? 6) -2 K, K, cos 6 (1-6052 0) 


= K2sin?O=K2+K,2-2K, K, ౦09 6. 


5.20 అభ్యాసము: 
1. బిందువు (-1, 2, 3) వద్ద, సమతలము ౫ +) + 2 = 0 మరియు తలము 22 = 2౫2 + ఫై? 
జ్ర ఛేదము యొక్క వకతను కనుక్కోండి. 


2. బిందువు (3, 2, 1) వద్ద, సమతలము ౫+)+2= 6 మరియు తలము 


టి +292 + 3౭2 = 20 ల భేదము యొక్క వక్రతను కనుక్కోండి, 
చొ హెలికాయిడ్‌ ౫ =uc0SvV,y=usinv,z=flW+ev యొక్క 


యొక్క వక్రతను కనుక్కోండి. 


ఆభిలంది డేదము 


8.21 మ్యూనర్‌ సిద్దాంతము ః 
ఒకే స్పర్శరేఖ గుండా వెళ్ళే వాలు ఛేదము మరియు అభిలంజ నేదముల యొక 


వకతలను K, K లతో సూచించినచో, శేదముల మధ్య కోణము 6 అయినపబడు [ =k 


nr 


605 6 అవుతుంది. 


ఉపపత్తిః P వద్ద స్పర్శతలమును, P గుండా వెళ్ళే తలము యొక్క వాలు శేదము 


ఏ శేదము తేజ రసు 


కలిపిందనుకుందాము.' దాని (ప్రధాన అభిలంబము గో అనుకుందాము. 





పలుం ర్‌.2 


వాలు చేదముతో, రేఖ / గుండా వెళ్ళే అభిలంబ శేదము మరియు P వద్ద గల తలము 
యొక్క. అభిలంబము, కోణము 68 తో వాలి.వున్నాయనుకొందాము. ఆభిలంబ వేదమునకు 
N, యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశయితే, (ఫెనెట్‌ నియమము నుండ. | , 


జ్ర wa 


337" మ్‌ 
cos=N.n =N. rk 
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“౨ K =Kcoos8 
జ్యామితీయంగా, ₹ ఉన్న అన్ని సమతల ఛేదములకు నాటే వక్రతా వృత్తములు గోళము మీద 
ఉంటాయి. 
Gz 0 అయినప్పుడు, అంటే, సదిశ గొ, N తో ఏకీభవించినష ప్పుడు . K. = K అవుతుంది. 
అంటే P వద్ద వక్రము యొక్క (ప్రధాన అభిలంబము గి తలము యొక్క అభిలంబము గతో 
ఏక్షీభవించినప్పుడు బిందువు P వద్ద వృక్షము యొక్క వృకత ఓ, వృకము దిశలో P వద్ద 


అభిలంబ వ[కతకు సమానముగా నుండును. 


x2 ; 
ఉదాహరణ 1 ః పరావలయజము 2 =హ్మా + మరియు సమతలాలు 2 = ౯౪ ల వ్యకచేదము 


యొక్క మూల బిందువు వద్ద వక్రత K ని కనుక్కోండి. 


సాధనము | ఇచ్చిన వ[కముతో, ఉమ్మడి స్పర్శరేఖ ఉన్న తలము యొక్క అభిలంబ శేదము, 


మూలబిందువువద్ద పరావలయము 2 = 2ా y = 0 అవుతుంది. మ్యూనర్‌ సిద్దాంతము (ప్రకారము 
ది a అ | 


2 (1+ c2)12 1 
tee ce = 171-60. | అని చూపించగలము. 
a2-c 2 


అభ్యాసము 


1. తలము యొక్క వాలు ఛేదము ౦ యొక్క వక్రత 1౬ C యొక్క దిశలో తలము 
యొక్క అభిలంబ వక్రత న్న. మరియు వాలు ధేదము, అభిలంబ ఛేదముల 
ee న ఈ (కింది నియమములను స్థాపించుము. 


స an AN మ H2 = 


కవన N 
నళ AEG _ F2 
(11) K = [005 6 


2. కృ-వ్‌=2వ్క్‌ (sin? = ) అని నిరూపీంచుము. 


6. 


ప్రధాన దిశలు, 
ప్రధాన వక్రతలు మరియు వ(కతా రేఖలు 


1 విర్వచనాలు 

) (ప్రధాన ఛేదము ః తలము మీద గరిష్ట, కనిష్ట వుకతగల అభిలంబ ఛేదమును తలము 
యొక్క (ప్రధాన ఛేదమని అంటారు. 

1) (ప్రధాన వుక్రతలు ౩ (ప్రధాన ఛేదముల గరిష్ట కనిష్ట వక్రతలను [ప్రధాన వృక్రతలు అని 
అంటాము. వాటిని క, మరియు ]ళ్ళ లతో గుర్తిస్తాము. 


వాటికి అనురూపమై న వ(కతా వ్యాసార్హములను (ప్రధాన కా వ్యాసార్హములం బాము. 


వాటిని 5 మరియు స్మా లలో గుర్తిస్తాము: 


ii) ప్రధాన దిశలు ః (ప్రధాన చేదముల స్పర్శరేఖలను (ప్రధాన దిశలని అంటాము. ఈ దిశలు 


పరస్పర అంబాలుగా ఉంటాయి. 


౪) వుక్రతా రేఖలు ః తలము మీది వ్మ్యకముపె (ప్రతి బిందువు వద్ద స్పర్శరేఖా సదిశ ఒక 
(పధాన దిశలో ఉంకే ఆ వృక్రాన్ని వ|క్రతా "రేఖ అంబాము. 
(111) నుండి తలము మీది (పతిబిందువు వద్ద రెండు (ప్రధాన దిశలు, పరస్పర లంబాలుగా 
ఉంటాయని మనకు తెలుసు. కాబట్టి, తలము మీద వక్రతా రేఖల వ్యవస్థలు రెండు 
ఉంటాయి. మరియు తలముమీది (పతి బిందువు గుండా రెండు వ్యవస్థలనుండి చెరొక 


వకతొరేఖ వెళతాయి. వక్రతారేఖల వ్యవస్థలు లంబంగా ఉంబాయి. 


2 "వ్రతా రేఖలు లేదా ప్రధాన దిశల అవకలన సమీకరణము : 


మీకరణము 
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_ (Ldu+2Mdudv+Ndvd) 
Crs E du2 +2 F du dv + G dv? 


అభిలంబ వ[కత K (= K అనుకుంటే) ను ఇచ్చును. 
గట = ౧౦050, 417= 1512 6(05665 2 అనుకుంటే (6.2.1) నుండీ 


2 i కి 
622 K 0s 0+ M sin 20 + N sins 0 


నన ప మ వపా క క రప క క నా జ కమా నాని తు ది. 
E cos2 0 + F sin 20 + 651౧26 అలకా? 


EG — F2> 0 కనక (6.2.2) నందలి హారము మాయమగుటకు వీలు లేదు. కనక 
(0, 27] లో K,6 యొక్క అవిచ్చన్న (పవేయమవుతుంది. కావున K కు గరిష్ట కనిష్ట 


విలువలు వుండవలెను. d౪=/, d౪ =| అనుకుంకు, 


L2+2M స Ny? fw 


628 Kp సాయ్‌ రూ 


(అనుకుంటే) అవుతుంది. 


అత్యంత విలువలకు (ప్రమేయము 3 (1, ఓ యొక్క పాక్షిక వ్యుత్పన్నము 
' మాయిమగుటబ ఆవశ్యకము. కావున 


క్‌. ff. g=0;gf-fg, =0 


f 
=== (6.2.3) నుండీ, 


గ =2(LA+ Mu)=2(L du + M dv) 

ల్ల =2(EX+ FD) =2(E du + F dv) 

f,=2(W+Ny=2(Mdu+N dv) 

g్ర= 2 (FA + Gi) = 2(F du + G dv) 
వీటిని (6.2.4) లో (ప్రతొక్షేపణ చేస్తే, 


Ldu+Mdv Mdu+Ndv 


62.5 =F Fv FF du GAY అన వస్తుంది. 


లేదా 


(ప్రధాన దిశలు, (వ్రధాన వ(కతలు మరియు వ్మకతా. రేఖలు 208 


6.2.6 (EM - FL) du? + (EN — GL) du dv + (FN —- GM) dw? = 0 అవుతుంది. 
దీని నిర్చారక రూపము. 


dv? -dudv du? |, 
=| E F G |z0 
M NN 


Ldu+Mdv Mdu+N dv 
Edu+Fdv Fdu+Gdv 





& 


నిష్పత్తి (క నకు 'ద్విఘాత సమీకరణము (6.2.6) గాని, (6.2.7) గాని రెండు 


విలువలకు, నిర్లారించును. ఇవి స్పరతలము నందు రెండు దిశలను నిర్జారించును. జ నకు 
ఆత్యంత విలువలుగల దిశలు సమీకరణము (6.2.6) ను తృప్తి పరచవలెను. ఈ దిశలను తలము 
వ్‌ నందలి బిందువు P వద్ద గల అభిలంబ వక్రత యొక్క (ప్రధాన దిశలంటాము. లేదా P వద్ద 
S యొక్క (పధాన దిశలని సూక్ష్మంగా అంటాము. వాటికీ అనురూపమై న అభిలంబ వకత 
క్ని యొక్క విలువలను వద్ద 5 యొక్క (ప్రధాన వకతలని అంటాము. వాటీని క 


మరియు క్ర లతో సూచిస్తాము. 


6.3 (వేధాన వక్రతలు ః 
అభిలంబ వక్రత K., సమీకరణము (6.2.5) చే గాని, 
(L- KE) du + (M — Kf) dv = 0 


(M — KF) du + (N — KG) dv =0 లతో గాని ఇవ్వబడుచున్నది. 
du, dv లను తొలగిస్తే 


L-— KE M -— KF 
6.3.1 = 0 అవుతుంది. అంటే 
M -~ KF N-—-KG 


(EG - F2) K2 — (EN — 2FM.+ GL) K + (LN - M2) = 0 అవుతుంది. ఈ 
సమీకరణము. యొక్క రెండు విలువలు తప్పక వాస్తవ విలువలు కావలెను. క యొక్క ఈ 


న్థావర విలువలు (పధాన వక్రతలు అవుతాయి. 
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6.4 వక్రతా రేభాలు ః 


తలము 5 మీది ఏదైనా వక్రము యొక్క (ప్రతిబిందువు వద్ద దిశ (ప్రధాన దిశ అయితే, 


ఆ వ్యక్రాన్ని 5 మీది వక్రతా రేఖ అంటాము. ఇది అవకలన సమీకరణము (6.2:6) నకు సాధన 


వ కమవుతుంది. 


65 ఉప సిద్దాంతము కి 


(1) 


(11) 


ఏ స్థిరబిందువు వద్దనైనా క్ర మరియు క లు స్టిర రాశులు. కావున 5 మీది ప్రతి 
బిందువు గుండా © రెండు విలువలకు అనురూపముగా రెండు వ(కతా రేఖలు 
ఉంటాయి. మరియు ఈ రెండు వకతా రేఖలు లంబకోణీయతతో వుంటాయి. 

దిశలు P du? + Q du dv +R dv? = 0 లంబముగా నుండుటకు నియమము: 

ER -—FQ + GP =0 


(6.2.6) నుండి 


ER - FQ + GP = E (FN —GM) —F (EN —GL) + G (EM — FL) = 0 


కనక P గుండా వెళ్లే రెండు దిశలు లంబ కోణీయతలో ఛేదించుకుంబాయి. 


సమీకరణము (6.2.6) నకు సమానమె న సమాసము 


3-3 
యాల నే, Ny, 7, |a2=0 


ae 
5 మీద P వద్ద, 2! యూనిట్‌ అభిలంబము. క్ష, క్కి మరియు సంకలన సంకేత 


సంజలను ఉపయోగిస్తే దీనిని, ౪=౪ీ, ౪ = లీ అనుకుంకేు, 


ధా wn 
N,Nsr, du dw =0 అని రాయవచ్చును.. 


ధాన దిశలు, (ప్రధాన వ(కతలు మరియు వకతా రేఖలు . 205 
దాదా 
H (7౫. బి r | = [క్ష ba; కా స్ట అని గుర్తుంచుకుంటే పె పె ఫలితము వెంటనే 


వచు ఏను. 


11) మారగే రూపములో ఉన్నప్పుడు అంటే 2జ=f(౫, ») గా ఇవ్వబడినప్పుడు, వ[కతా 


_ "రేఖలు, (ప్రధాన వ।కతలు (కింది నిర్జాగకముతో ఇవ్వబడును. 


(1+ p2) dx + pq dy pq dx + (1 + q2) dy 





r dx + sdy s dx + t dy | 
. అంపే 
dy2 -dxdy dx 
. 1+p2 pq 1+62 (| =0 
r క్‌ t 
మరియు 
_ HKA+pd)-r HpqK-s. 
HpqK-s H(1+q2)K-t | 


HOARSE NDA 


L= = శై వక్‌ = i, N= గా కనుక, సమీకరణాలు 


(6.2.7), (6.3.1) ల నుండి ఈ ఫలితాలను వెంటనే కనుక్కోవచ్చును. 


6.6. ఉదాహరణలు ః 

(1) తలము xX=a(lu+v,y=b(lu-vV,z=uv నకు (ప్రధాన దిశలు మరియు (ప్రధాన 
వక్రతలను కనుక్కోండి. 

సాధన: T=[a(u+౪),b (u-v), uv] 


7 ={a,b, vl, T,=[a,—b,u] 
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ఎస 


Tx r= (b(u + v),a(u—~v), —2ab) 


స = (0, 0, 0), స = (0, 0, 1), Gr = (0, 0, 0) 
అ (b(u+v),a(lu—v),-— 2ab) 
Np eee 


66.1 _ E=a2+bB2+72,F=a2—b2+ uv, G= a2 +b? + ౬2 





ae xr = 280 
L=N. గ 0, వేడ = మ. స?! వ్ల 0 
4a2 02 
T= 


(పధాన దిశలను (లేదా వకతా రేఖలను). 
dv? శశ? du? 
E F G | =౦ నుండికనుక్కవచ్చును. 
L M N 


(6.6.1) నుండి E, హౌ, 6, L, M,N విలువలను (పతిక్షేపిస్తే 








dv2 —dudv du? 
a2+b2+v2  a2-bB+uv  a2+b2+u2 0 
— 2ab 
0 H 0 
| 
అవుతుంది. లేదా, 


(a2 + సా + u2) du? — (a2 + 02 + v2 du? = 0 





ల్‌ లేదా 
du a dv 
Va+biu Yair 
సమాకలనముచేస్తే 


స u | Vv 
Sin h~ లావాను: = -+ 1 -1 a] 9 స 
i | వా) sin h ( కం) స్థిరరాశి. 
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HK2-(GL+EN-2FMK+T2=0 
ప్రధాన వ్యక్రతలను ఇస్తుంది. కనక ఇందులో 


GL=0, EN = 0, H2 = (a2 + b2 + v2) (a2 + b2 + u2 - (22 —b2 + uv2) 


త్‌. 


త్తి కైపిస్తే 
H* K2 _ 4abH (a2 — b2 + uv) K — 422 02 = 0 


వీటి మూలాలు (పధాన వకతాలను ఇస్తాయి. 


(iD) తలము Z=ctan-! a నకు |పధాన వ(కతలనిచే ప సమీకరణము, వ[కతారేఖల 


యొక్క అవకలన సమీకరణమును కనుగొనుము. 
సాధన ః తలము యొక్క పరామితీయ రూపము 
T = (u cos 6, u sin 6, 64) 


ప E=L,F=0, G=u+02,H2=u2+ 02, 


ర 


L=0,M=5 _N=0 


ప్రధాన వ[కతలకి 





2-1 KF -M | 
=0 
KF —M KG-N- | 


లేదా 


6 గ (u? + 029) K 
= (u2 +622 K2—2z=0 


Cc 


Kz=¥ 
u2 + 62 





కతా రేఖల అవకలన సమీకరణము 
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dv? - —du dv థి 
E F G |=0 
Lb: M NN 


దీనిలో 3, F, G, 1, M, N-© విలువలను |పతికేపిస్తే, 
చె 


d92  -dud0 — 622 
1 0 w+e =0 
0 అ (1 
లేదా 
_du2-(॥£ + 02) (102 = 0 అని వస్తుంది. 
du 
దీని see Wr rg 


(111) తలముx=uc056,y=usinG,z=f(0) 
నేకు వక్రతా రేఖలు జనక రేఖతో చేయు కోణము 


f ut 
tan? థీ + Fa Hn —~1=0 ద్వారా ఇవ్వబడునని నిరూబంచుము. 
|u2 +f 


సాధన ః T=(u cos 6, ఇ sin 6, f(6)) కనక 
— ఖై (2 
: r,=0,Gzu +f, 


hy అ I a 
H2=u+f°,.L=7 గ =0, ]4= వె. 2 = 


11 
జై లే 
ష్‌ 
వ[కతా రేఖలు 


dv2 —dudv du? 
E F G =0 
L M N 


లేదా 


ళ్న య బా 
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| లా du do du 





1. 0 u2+f* =0 
| ళీ uf 





అంకే . 


6.6.2 fi (౪2 £2) (క ufi/ (క) =0 a ఇవ్వబడును. 
స్పర్శ రేఖ యొక్క. దిక్‌ నిష్పత్తులు 
. (dx, i dz, dx = cos 6 du —u sin 6 du, 
dy = sin 6 du + u cos 6 46, dz = f" (8) 40 
ప కతా రేఖలు సత చేయు కోణము ఢ కనక అయిత్తే, 


(dx cos 6 + dy sin 6 + 0. dz) 
cos ¢ = 
(dx)? + (dy)? + (dz)? 


ea du 


Vadu+u2(d02+f*(d02 +. 
వర్షము చేసి అధో ముఖం తపు 
2, 2,p12) [492 
sec $=1+(u +f ) (a 3 
2 29. 
లేదా (క = tan 0; భ్‌ 
My) 24+ 1 
దీనిని సమీకరణము (6.6.2) లో ప్రతిక్లేపిస్తే . 
f:.- utané 


tan? ¢ + గా —1=0 


u2 + (ల 
(1౪) పరావలయజము ౫ = £౬ యొక్క వ్మకతా రేఖలు తలము 


sin h-! (ప్రవ sin మా క A, A ఒక స్థిరరాణి, పె ఉంటాయని నిరూపేంపుము. 
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_ మ్ల క pa జ ని వసాయి. 
సాధన 82 =ా నుండి, p=; 4 న కకం అ అంటి 


వ[కతా రేఖలు 
dy2 -dxdy dx? 


1+p? pq 1+62 |=0 


r s ౨ tt 
లేదా 
dy2 -dxdy dx 
2 2 
ల మ నై 
కే + ణ్‌ ఇ 1+ 22 | =0 
0 - 0 
a 


అంటే (22 + 22) (dy)? - (82 + y)2 (2)? = 0 దా రా ఇవ్వబడుతాయి. 
ప 
Va2+x2 Var+y2 
సమాకలనముచేస్తే 


sin మాప డ్‌ 1 sin గా | =A. 
a a 


(౪) పరావలయజము ౫ = 2 మరియు ఆతి పరావలయజము 


x2 4+y2-22+౯2=0 ల వక ఛేదము యొక్క ఏదేని బిందువు వద్ద పరావలయజము 


= z221tY2) 


యొక్క (ప్రధాన వ్యాసార్హములు చాలా అని చూపుము. 
సాధన :T = (x, y, Xy/c) 
7 =(1, 0, y/o), 7, = (0, 1, x0) 


Reals (ot Mass 
లం వా స స!) 


3 3 న 3 
7, =(0,0,0), 2=[0 0, 5} 72= (0,0,0) 


(పథాన దిశలు, (ప్రధాన వ(క్రతలు మరియు షక్రతా రేఖలు 


211 
2 x2 
2 iss 2 
H=1 47 =5 =0 
1 i 
వశీ = గ్రగ్త జ = 6 


(ప్రధాన వ[కతలు 
KE-L KF-M| 
=0 
KF-M KG-N 
 kxyz — 62 
z 


k (02 + ౪72) ను నలిన. 


— 2 
kaye k (02 + x2) 


దీనినుండి 





2212 (2 +౫2) (ల2 + y2 = (౮౦2 - 22 
లేదా 2212 2 (2 + y2 + 22) = 4-2 2k xyz 


లేదా 24k? =.62 - 2౫/2 అని వస్తుంది. 


వ సమీకరణము 
ఏ2 (2 _ 26 22 5 - 24 = 0 అవుతుంది. 
c 
(Vv) పరావలయజము 22 = 532 + ఉం + 2౪2 యొక్క మూలబిందువు వద్ద (ప్రధాన 


వ్మక్రతలను కనుగొనుము. మరియు శ్రేదము ౫ = ౪ యొక్క వక్రతను కూడా కనుగొనుము. 


సాధన $ సమీకరణము 22 = 5౫2 + ఉం + 2౪2 నుండి 
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= ర్‌ + బ్య q=2(x+y,r=5,s=2,t=2 మూలబిందువు (0,0, 0) వద్ద వీటి 
p=0,q=0,7=5,5=2,t=2,H2=1+p2+q2= 1ప్రధాన వక్రతలు. 


H(1+p?)k-r Hpqk-s 





Hpq k-s మ(మ + ౦కు k-t 
ద్యారా ఇవ్వబడుతాయి | 
k-5 -2 
-2 k-2 


అరే 








లేదా k2-7k+6=0 

= k, sl k, = 6. 

ఛేదము X.= J నకు ఎరానలియ క్రమ యొక్క సమీకరణము 27 = 1x2 లేదా ' 

2h = 1x2, z=h అవుతుంది. మూలబిందువు వద్ద ద్ద న్యూబన్‌, స సూత్రం నుండి 

నిహా. = lim కసి a 

(v1) అతి ) పరావలయజము 22 =.7x2 + 6xt— y2 నకు. మూల బిందువు వద్ద, పధాన వ(క్రతలు | 

8, - 2 అని చూపించుము. మరియు (ప్రధాన. ఛేదములు ౫౭౨ zy, 8x=-~-y అని' 

నిరూపించుము. 
సాధన క 22 — 7x2 + 6xy — y2 సమీకరణం నుంచి 

p= 7x +8y,q=8x—y,r= 7,s=3,k=-1 


i అక బిందువు వద్ద వీటి విలువలు p=0,4=0,7=7,5=83,t=-1,H= 1 
. (ప్రధాన వక్రతలను యిచ్చే సమీకరణం 
ae 

| త k+l 





లేదా 12 — 6k — 16= 0 
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షు k -8,k,=-2 
[కతా రేఖలను యిచ్చు సమీకఠణం 
dy? -dxdy యి 
I1+p pq 1+q2 |=0 
Tr వ్‌ t 
dy2 — dx dy dx? 
జ 1 0 1 =0 


7 3 —1 


an 3 (dy)? +8 dy x-3 (dx)? = 0 


3 
దా 8 dy. +8 dy -3.= 0సమాకలనము చేసే ' 
dx dx క 


xX = 3y, 3x =-y అని వస్తాయి. 


0, 0, 0) వద్ద సమాకలన స్థిరరాశులు సున్నాలు అవుతాయి కనుక) 


ఖ్‌ అభ్యాసము ః 
1. (పధాన వ్యాసార్జాలు, వ(కతా రేఖలను (క్రింది తలాలకి కసుక్కోండి. 
i) 82=ax5+by3. 11) 2z = ax® + Zhxy + by? 
111) xyz = abc iv) 22 (x2 + y2) = టీ 
3 | 
v) r =(ucosv, usin v, uv) 
ie ; . 
vi) చౌ =(ucosu-sinu+vcosu,vsinu+ cosu+vsinu, 7) 
= 3 | 
vil) rT =(ucosv,usinv, flu) +cw: 


vii) 7 - (a (1+ uv), blu జ్‌, c(l1-uv)}. 
| (u + v) 


ix) bx + ay = 2 abu, bx - ay = 2 abv, 2 = 2cuv. 


214 అవకలన జ్యామితి 


2. తలమునందు 7 బిందువు వద్ద యూనిట్‌ అభిలంబం ౫ యొక్క మూల బిందువు 
వద్ద [భామకము = ₹ ౫7 వకతా రేఖల అవకలన సమీకరణము య 
తత 

౨. వ్యాసార్హము 'Q' గల వృత్తముతో జనితమై న హెలికాయిడ్‌ సమీకరణాన్ని జనక వృత్త 
తలము అక్షము ద్వారా పోతూ ఉంటే కనుక్కోండి. తలము యొక్క వకతా శేఖలను 


కూడా నిర్ణయించండి. 


6.8 మరికొన్ని నిర్వచనములు 
మొదటి వక్రత క 

తలము యొక్క ఏదెనా బిందువు వద్ద (పధాన వ[కతల మొత్తమును మొదటి వక్రత అని 
నిర్వచిస్తాము. దీనిని ల తో సూచిస్తాము. 


| EN-2FM+GL 
J = K+ Kp 


దీనిని మధ్యమ వక్రతని కూడా అంటాము, 


గౌసియన్‌ వక్రత: 
తలము యొక్క ఏదైనా బిందువు వద్ద (ప్రధాన వకతల లబ్దమును గౌసియన్‌ వ్మకతని 
నిర్వచిస్తాము. దీనిని ౬ తో సూచిస్తాము. 


౧2 LN-M2 
SK KT 62న 


గౌసియన్‌ వృక్రతసు, రెండవ వక్రతని, మొత్తము వక్రతని మరియు నిర్దిష్ట వ్మకతని కూడా 
అంటాము. 
కనిష్ట తఅములు ః 


మొదటి వక్రత సున్న అయే తలములను కనిష్ట తలమంబారు. తలము కనిష్ట మగుటకు 


"కావలసిన నియమ్తుము 
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EN—-2F+GL=0 
లము మాంగే రూపములో ఉంకే, ఈ నియమము ' 


(1 + q2) r —2pqs + (1 + p2 t= 0 అవుతుంది. 


పొక్కిలి కి 
తలము మీది ఏ బిందువు వద్దనెనా అభిలంబ వకత, దిశ మీద ఆధారపడకుండా ఉంకే 
ఆ బిందువును నేవల్‌ బిందువు లేదా పొక్కిలి అని అంటారు. 


౨౨ G (EG-F22 H 
LM N (IN - M2 “T 


అయినప్పుడు పెన చెప్పినట్టు జరుగుతుంది. ఎందుకంకే అప్పుడు, 


L du? + 2M du dv +N dv? 


ఖై యతి +2F du dv + 66 


(పథాన దిశలను నిర్జారించలేదు. ఆ బిందువు వద్ద అన్ని దిశల్లోనూ (ప్రధాన వ్మకత సమానము. 


6.9 పరామితీయ వక్రములుగా వ్రతా రేఖలు ః 
వ[కతా రేఖలు పరామితీయ వకములగుబకు నియమము F=0,M=0 ఆవశ్యకమూ 
| పర్యాప్తము. 
| ఉపపత్తి ః నియమము ఆవశ్యకము. 
. వ[కతా రేఖలు పరామితీయ వ[కములనుకొందాము. పరామితియ వక్రములు ౮ = స్టిరవ 


= స్థిరము ద్వారా ees కనుక వాటి సమిష్టి అవకలన సమీకరణము 


6.9.1 dudv=0 వకతా రేఖలు 


6.9.2 (EM — FL) du?’ + (EN — GL) du dv + (FN —- GM) dv? =0 


ద్యారా ఇవ్వబడతాయి. (6.9.1), (6.9.2) అ నుండి 


EM-FL=0,EN-GL#¥#0,FN-GM=0 అని వస్తుంది. 
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వీటిలో ఒకటవ, మూడవ సమీకరణలనుండి ఒకసారి 1 ను, మరొకసారి M ను తొలగిస్తే 


వరుసగా (EN - GL) M =0, (EN — GL) F = 0 అని వస్తాయి. 
EN-GL#¥0కనక M=0, క = 0 కావలెను. 
నియమము పర్యాప్తము. 
M=0,F=0 అయితే వకతా రేఖల అవకలన సమీకరణము. 
య LN 
(EN - GL) du dv = 0 అవుతుంది. స వద్ద Bs E = గ్రా కనక, ఆ 


బిందువును తీసివేస్తే EN - 61 * 0 అవుతుంది. కాబట్టి du dv = 0 అవుతుంది. ఇడి 


పరామితీయ వ(కముల సమిష్టి అవకలన సమీకరణము. 


6.10 ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము 8 

వ(క్రముపై బిందువు వద్ద (1, 1౪) దిక్‌ గుణకాలుగాగల దిశలో అభిలంబ వక్రత క్క, 
(ప్రధాన వకతలు క, కృ లలో 

K =K, cosy +K, sin? y 
అనే సూత్రము ద్వారా ఇవ్వబడుతుంది. (ఇక్కడ బిందువు వద్ద (8౪, 67) దిశ (ప్రధాన దిశ 
dv=0 త్ర మధ్య కోణము ౪y 
ఉపపత్తి ః ప్రధాన వక్రతలను పరామితీయ వ(క్రాలుగా తీసుకుంటే 

F=0,M=0 . 
అభిలంబ వక్రత 


క మయిన + 2M du dv +N dy? 
n EduV+2Fdudv+G dv? 


Ll; du? +N dv? 
_Edu2+ G dv2 


du dvs 
(సా + అవుతుంది. 


ర దిశలు, (ప్రధాన వ(క్రతలు మరియు వక్రతా "రేఖలు 217 
“దిశ 67=0కు (పధాన వ|కత. షు ఆధిళంే be వ K = 


L 
E 
N 
దిశ ౪= 0కు ప్రధాన వక్రత K తగలక వక్రత కనుక K = గ్రా 


(du, dv) 






dus 0 


పటం 6.1 


(పధాన దిశ dv=౦0 లో దిశ (41, 1౪) లో నున్న అభిలంబ శేదము 1 కోణము చేస్తే 


అ =~ du Il స dv 
619 cos y = VE qs, cos (3 గం (= Cy 
K = పటే Nw’ = కృ (గయే +K, (VG v1) = క్ని cos? y + K, sin? y 


“6.11 మ్యూపిన్‌ సిద్దాంతము ః 
రెండు లంబ దిశలలో ఉన్న అభిలంబ వ[కతల మొత్తము స్థిరము. అది (ప్రధాన వక్రతల 
మొత్తమునకుసమానము. 


ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము నుండీ 


6.11.1 = క్‌ 005* Yy + K, sin? ఇ 


6.11.2 Es = కర్ని 6092 (5 7 + Up స్ప అ 2(5 గ్‌ + v) 


on 2 2 
=K sin y+K, cos y 
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(6.11.1), (6.11.2) లను కూడితే, 


మ + Ea K +K, = స్థిరరాశి. 


సూచిక ః తలమునందలి ఏ బిందువుగుండానెనా . వెళ్లే వక్రము యొక్క వ(కతని, ఆయిలర్‌ 


సిద్దాంతము మరియు మ్యూనర్‌ సిద్దాంతముల నుండి పూర్తిగా తెలుసుకొనవచ్చును. 


._ 612 ఉదాహారణ 1: 


బిగ 
తలమునందలి ఇ చేదములు ఒకదానితోనొకటి సమాన కోణములు మా చేసుకుంటే, 
మరియు వాటి అభిలంబ వ్మకతలు క, క్కు ... కన్ని అనుకుంటే, 


క్ని + K, +. + K = mL(m> 2) అవవలెనని నిరూపంపుము. 
$ 

సాధన ః ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము నుండి, 

K = కర్ని ౧6052 0 + K, sin? 6 
-1 Kk ర 9 
= ( +E) +3 ( hy) cos 26 
= +} 605 20 అనుకొందాము) - 


పెన ఇచ్చిన నియమముల వలన 


క్వ = c0s20,K=u+hos2 (9+ 5}... 


K = +స 005268 + (m= 1) = 


రు. m 
షల. 
టి ZK =m1+%2 ౧0920 mis (ఆ రాలే 


605 260 + 2౫ m=) sin (n. హై 
m m 
= m+) 


sin న. 





= mi +0(m> 2). 
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| , x2 v2 
6.13 ఉదాహరణ 2 శి పరావలయజము జ 4 Fe = యొక్క అభిలంబ వ(కతని 


న ర వద్ద కనుగొనుము. 
సాధన * మూలబిందువు వద్ద పరావలయజము మూల బిందువు వద్ద పరావలయజము యొక్క 
అభిలంబ చేదములు, సమతలములు y=య౫,౭= స్థిరరాశిలచే చేయబడ్డ పు 
యొక. ఛేదములు. మూల బిందువు వద్ద (ప్రధాన దిశలు ౫ మరియు ౪ అక్షముల యొక్క 
దిశలలో సమానము. అభిలంబ ఛేదమునకు, ౫ - అక్షమునకు మధ్య కోణము 69 అనుకుంటే, 


ఆయిలర్‌ సిద్దాంతము నుండి, 


K = 2 (b2 + a2 ౧2/22 b2 (1 + c2), c=tand. 


6.14 అభ్యాసము 





1. తలము నుండి పరామితీయ వృక్రములు తలము యొక్క వృక్రతా రేఖలగుటకు 
ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ అయే నియమమును కనుగొనుము. 

2. ఒక os బిందువువద్ద రెండు లంబ అభిలంబ ఛేదాల వ్యాసార్జాలు 5, వ్ర 
లు అయుత = క +క్ర కై సిరరాశి అని చూపండి. 


ఏ. ఒక ఉపరితలానికి ఒక వ|కదిశలో అభిలంబ వక్రత K అయితే, K = K, 600526 + K, 


5102 6 అని చూపండి. ఇక్కడ సంకేతాలు సాధారణంగా వచ్చే అర్జాలనే కలిగి 


యున్నాయి. 


6.15 రాద్‌రిగ్‌ సూత్రము ః 
ఒక తలము మీది వ[కము, వ[కతారేఖ అవటానికి నియమము d N SEAT E 


ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ (K, వ| కతారేభిను dr దిశలో అభిలంబ వ|కత). 


ఆవశ్యకత ః తలము మీద (60, dv) వృక్రతా రేఖ అనుకొందాము. బిందువు (1, ౪) వద్ద 
(du, dv) ఒక (ప్రధాన దిశ అవుతుంది. -K, ఒక (ప్రధాన వక్రత అయితే, సమీకరణము 


(6.3.1) నుండి 
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(L-KE) du + MKF) dv =0 
(M -- KF) du + (NN —KG) dv = 
' Jdవg(Ldu+MdvV)-K(E du + F dv) = 


(Mdu +N dw-K Fdu+udv)=0. 


వీటిలో B= 7 fr, న కా (= వౌ న 


—3 —> | 
(వో Tydu+N, Pyav)+K(F,Pdu+ ro P,dv)=0 
N ( )-7 

లేదా (Ny du+N, iv) న్నే లక r,du+ 1 9 dv r,=0 


డా ధా 
dN=N, du +N, dv కనుక పె సమీకరణాలను 


7.=0 


వ 
6.15.1 (a N+Kd వ. 


a | 
6.15.2 (a N +Kd శ్ర క్యా =0 అని రాయగలము. 


ఆర్త 
N.N=1 అవకలనం చేస్తే 


స్సు | ధా : 

2N.dN=0 వస్తుంది. అంటే dN, ౫. కి లంబంగా ఉంటుందన్నమాట. అంకే 
వ 

dN స్పర్శరేఖీయ సదిశ అవుతుంది. 


(ప్రధాన దిశలు, (పధాన వ[కతలు మరియు వ(కతా శేభిలు 221 
—3 జప్తు - 
కాబట్టి AN +Kdr కూడా స్పర్శ రేఖీయ సదిశ అవుతుంది. 


అ 
* dN +Kd rr మరియు be లు ఉండే సమతలంలో ఉంటుంది. కనక 
(6.15. 1), (6.152) © నుండ adN:Ka?P rT = 0 కావలెను. 


విపర్యంగా 
"ఒక ప్రమేయము K నకు వక్రము వెంట' dN +KdT=0 అనుకుందాము. దీని 


నుండి మొదటి భాగంలోని సమీకరణలు (6.15. 1), స్‌ 15.2) నిజమవుతాయి. వీటి నుండి 
ము du + (M-EKP) dv=0 
(M ar + ౪-౫6) dv=0 
వస్తాయి. వృక్షము, .వకతా రేఖ అవటానికి తలము మీద (ప్రమేయము £, అభిలంబ వ్మకతని 
చూపిస్తే సరిపోతుంది. . 
d న్‌ Ra 7 = 0 నుండి 
Kdr ees అవుతుంది. 
ce ఇరా du+7 శెల్సంగ్టష WN న్‌ 


కా 


రెండు పక్కల 7 du 7 టో త్రో అదిశా లబ్బము చేస్తే 
«(2a యో టి i N: dN కీట) (గట dur శల 
అవుతుంది. RE 


= K(E మం) 2F doy GA) = Ldu2+2Mdu టి 


టి + పటు ఆ + Nav 
క 


చె సంబంధము బిందువు (u, ఖ్‌ వద్ద దిశ (du, 4౪7) లో K అతత వ్రతని చూపుతోంది. 
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6.16 అభ్యాసము 
వ = 
1. ఒక ఉపరితలంపై ఏదైన బిందువు స్థితి సదిశ 7 ఆ బిందువు వద్ద. యూనిట్‌ అభిలంబ 
సదిశ గ అయితే ఏదెన వక్రము ఆ ఉపరితలంపై. ఉండటానికి ఆవశ్యక పర్యాప్త 
అకా | 
నియమం d7,dN లు సమాంతరంగా ఉండటం అని చూపండి. 
2. "వృక్రతా రేఖ యొక్క స్పర్శరేఖ యొక్క దిక్‌ కొసైన్‌లు 11, m,n, ఈ బిందువు వద్ద 


తలానికి అభిలంబ రేఖ దిక్‌ కోసెన్‌లు 4, m,n లు; అయితే, ఆ బిందువు వద్ద 


SL 4m అటక అని చూపండి. 
i yw 


6.17 వక్రతా రేఖల [ప్రాధమిక అభిలంబ ధర్మము ః 
తలము మీది వకము యొక్క వరుస బిందువుల వద్దగల- అభిలంబాలు ఖండీంచుకొంకు, 


వ[కము తలముమీద వక్రతారేఖ అవుతుంది. ఇది ఆవశ్యకము, పర్యాప్తము. 

ఉపపత్తి * తలము 5 మీద ౮ ఒకవక్రము. ౮ మీది P(7), గ) +47) లు వరుస 
3 ఆ ఆ 

బిందువులు. n,n +dn లు విటేవద్ద యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశలు.' P,Q ల వద్దగల, 

అభిలంబాలు ఖండించుకున్నా యనుకుందాము. అప్పుడు గ, n +d గి, d7 © అదిశాతి' 

లబ్బము సున్న కావలెను. . 

యు . 
[P,P +an,daT]=0 


3 er ₹| 





ఇ (ల 


©) P Gr) 


పబం 6.2 


(వధాన దిశలు, ప్రధాన వ(క్రతలు మరియు వక్రతా రేఖలు 223 


ఈ నియమమునుండి, 


dnd కావలెను. 


(6.17.1) నుండి, ర =0 అవుతుంది. 


ఆస 
n 


= d rT 


a d 
రాడ్‌ రిగ్‌ సూతము నుండి, ౮ వక్రతారేఖ అవవలెను. విపర్యంగా, 5 మీద 6 ఒక వక్రతా రేఖ 
అనుకుందాము. ఛే మీద వరుస బిందువులు P (7), 6 గో+4 చే) వీటి వద్ద గ ఇ +47 


లు యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశలు. 


A= [స n+d nD, d 7] అముషుభప్‌, 


రాడ్‌ రిగ్‌ సూూతము నుండి, " 
A= [నా తవా అ గ aki 7, i] 
RT ATA | 


1 సున్నా అవడం వలన, వక్రతా రేఖ యొక్క వరుస బిందువుల వద్ద అభిలంబాలు ఇండించు 


కుంలటూయని వస్తుంది. 


5.185 జోషిమస్తల్‌ సిద్దాంతము ః 

“రెండు తలముల వ[కతా చేదనము, ఆ రెండు తలముల మీద వ|కతా రేఖ అయితే, ఆ 
కలములు స్థిర కోణముతో పరిడింపుకుతహాలు: విపర్యంగా, రెండు తలములు స్థిర కోణములో 
ుండించుకున్నప్పుడు వాటి వ్రతా ఛేదనము ఒక తలము మీద వక్రతా రేఖ అయితే అది 


అడవ తలము మీద కూడా వకతా రేఖ అవుతుంది. 
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. ఉపపత్తి ః తలములు వ, వీ లు వకము C లో ఖండించుకుంటాయనుకుందాము. C:ఘీద 1 
(గ) ఒక బిందువు. దీనివద్ద ౮ నకు లే యూనిట్‌ స్పర్శరేఖ అనియు, రెండుతలము€ 
యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశలు. N,N, అనుకుందాము. మరియు రెండు తలము 
మధ్యకోణము, రెండు "అభిలంబాలకి మధ్యకోణము 8 కి సమానమని మనకు తెలుసు. మరియు 
Oe ౩ 
'618.1 cosO=N,.N, 
తలము మ్మ్‌ మీద ౮ వ(క్రతా రేఖ అయినప్పుడు, రాడ్‌రిగ్‌ సూతమునుండి 


Kdr-+dN,=0అవుతుంది.. 








ఆవాస 
6.18.8 2. =0 


ds 


అని వస్తుంది. సమీకరణము (6.18.1) ని అవకలనము చేస్తే (6.18.2); (6.18.3) ల నుండి, 


és | (cos 8) = వ స్‌. N. శ. 


Em ల ఆత్త. 
> dN, dN) 3 
Nm oer న 





స్‌. = 0అవుతు ంది. 


(ప్రధాన దిశలు, (ప్రధాన వ(క్రతలు మరియు వక్రతా రేఖలు 


కంటే 605 0 = స్థీరమన మాట లేదా 0 = స్థిరము. 

ఏపర్యంగా రెండు తలములు 6 అనే స్థిరకోణములో ఖండించుకుంబాయనుక్‌ 

౮ వృక్రతోరేఖి అని తీసుకుందాము. 5 మీద కూడా ౮ వకతారేఖ అవుతుంది 
ప 


ధా రా 
N N= = స్థిరము అవుతుంది. 


1 
వే: N,)=0 లేదా 


మ 


నూ! 


న్నే aN, 
— 
TE Ne 


2 ds = 








18.4 గ 


భు 


వ్‌ మీద c వేక్రతా రేఖ కనుక (20.4.2) నుండీ 


“a N, 
18.5 క = 
d N, i 
(6.18.4) నుండి హో. 42 = 0 అవుతుంది. 


ధా 
వ్‌. బగ్‌ = 1 కనుకు 


— 
18.6 వై 
186 N,.3—=0 ఇ 
ry. 
అత్తల స వప dN. 
6.18.5), (6.18.6) ల నుండి N,N, లకు గాడే అభిలంబమని వస్తుం! 





dN, క 
౨౦కు క్క € సమాంతరంగా ఉంటాయి. 
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వ 
లేదా AN, +Kd7=0 


-రాడ్‌రిగ్‌ సూత్రము నుండి క్మ్‌ మీద కూడా ౮ వ(కతా రేఖని వస్తుంది. 


కనివ్ట.తలములు ః 

తలము మీద అన్ని బిందువుల వద్ద మొదటి వక్రత ౮ = క్ష + క్కి లేదా మధ్యమ వక్రత 
p= (K. K) సున్న అయితే, అట్టి తలాన్ని కనిష్ట తలమని అంటారు. 
 K2(EG-F2)-K (EN+LG-2FM+1N-M?=0నకు K,kK లు’ 
మూలములు కనుక, 

EN+LG-2FM=0 అయితే, 

K +K, =0 అవుతుంది. 


తలము మాంగే రూపములో ఉంకే, ఈ నియమము 
5.19 a + 6౧2) ₹-2 065 + (+ 21 = 0 అవుతుంది. 


620 ఉదాహరణ: 
1. తలము 62 605 ౫ = 605 t కనిష్ట తలమని చూపించుము. 
సాధన: రెండు పక్కల సంవర్గం (10g) తీసుకుంటే, 2 = log cos y -- log cos x. 


p=tanx,q=tany,r=sec2x,s=0,t=—sec?y 


ఇవి సమీకతజణాము (6.19) ని తృప్తి పరుస్తాయి. 


2. తలము x= ౪08 ౪, y=usnvzz=zalog (1 + 2/12 - ఇ) కనిష్ట తలమని 
' చూపించండి. 


సాధన f(1) =a log (1 + Vu2— a2} అని తీసుకుంటే, 


X=ucosv,y=usinv,z=f(u) అవుతుంది. 


ధాన దిశలు, (ప్రధాన వ్మకతలు మరియు వకతా రేఖలు 


[ ag జన 12 a 
u+Vu-—a2\ ee) u2- a2 


NT 
a9 a2 2 
వ తాం త 





F=0 
G=u2 
H2 = u2 (1 + గే) 
శే u2 fl 
న | 


తలము కనిష్ట తలము కావాలంటే 
EN -2FM+GL=0 కావాలి, 
1౨ F,G, L,M,N అను (పతిక్టేపిస్తే 


2 fl u2. fH. u 
(Lt fl క. వ | 2 





"_ తలము కనిష్ట తలమవుతుంది. 


6.21 సిద్దాంతము క 


ఏదైనా ఒక తలము యొక్క కనిష్ట వైశాల్యము సంవృత వృక్రము ద్వార రాపో 


తప్పక కనిష్ట తలము కావలెను. అంటే దాని మధ్యమ వ[కత సున్న కావలెసు 


ఊఉపపత్తి ౩ సంవ త వక్రముచే పరిబద్దింపబడిన తలము 5 గో = వె (1, ౪) అనుకుందాము 
అభిలంబ దిశలో ఏ నకు చిన్న చ స భంశము ౬ ఇస్తే మరియొక తలము వ వస్తుంది. ఇ ౪9 
(పమేయము లు దాని వ్యుత్చ్సన్నములు లఇృ,ర్ని లు చిన్నవిగా వుంబాయి. ౬౮ 
అయినప్పుడు: ౬ = 0(e), డ్భి= 0(౯౬) అనుకుందాము. తలము ర్‌ మీద ఏదెనా దిందువు యమక 


స్థాన సదిెశ 7 అనుకుంకు, 
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- యస 
T= 7 + eN; బెల Nowouvo (ప్రమేయాలు. 


= మ -2 ౯౬+ 0 (ల) 


జ మున్‌ ము. 
(= r,2=G-2 eN+0(e2) 


— - ఆస్తి సా NN 
Fa. TP +eNi+aN)}(7,+eN,+e,N) 

 <F-2eM+0(0) 

H2=EG-R=EG- Fe 2e(EN-27M+ GU 

Ea 4e He Hop తన 

meen 

© Gr ౪ = మో + LG-2FM2HD | 

~H(1-4e + 0) 


Hz =Ha- 29) +00౬2) 


తలాలు న్‌ మరియు క యొక్క వెశాల్యములు A మరియు A అనుకుందాము. 
A=] Hdudv 





"న దిశలు, (ప్రధాన పకతలు మరియు వకతా రేఖలు 


=] "మ du dv = | (H- -2౯౪మ dudv +0 (౪ 
వ్‌: వ్‌ 


=| Hdudv-}] 2eHdudv+0(2 
S S 
=A-| 2 enHdudv+ 0'(e2) 
వ్‌ 
~~ A-A=-J2enHdudv+0(e2 
తలము 5 యొక్క వైశాల్యము కనిష్టము అయినప్పుడు, 5 యొక్క వెశాల్యము స్థావరము: 


(stationary) కావలెను. అంపే 1 = కావలెను. అంపే మధ్యమ వక్రత సున్న కావలెను 
అంటేన్‌ కనిష్ట తలమన్నమాట. 


6.22 దీర్థవ్పత్త, Sr మరియు పరావలయ బిందువులు $ 
ఏదెనా దిందువు P వద్ద ద్ద (ప్రధాన వ(కతలు సమీకరణము. 
K, 2 (EG - F2)K (EN +LG-2FM)+IN-M2=0 
చ రా ఇవ ్వబిడతాయి. 
దీని మూలములను kK, Kk, లతో సూచిస్తాము. 


IN-M? _IN-M2 
. గౌస్యయన్‌ వ్రతం KEG HE 


'దీర్ద వ ఎత్త బిందువు | 
. తలము మీద బిందువు 2 వద్ద గౌసియన్‌ వక్రత 'ధనాత్మకమయితె, ఆ. చిందువున 


వృత్త బిందువంటాము. “అంటే LN - M2 ౨ 0 అవాలి. 


. K=K Kk = 


కనుక రెండు (ప్రధాన వకతలు కృ. లు ఒకటే సంజ్ఞ కలిగి ఉంటాయి. 





2: 
M >0 


230 . అవకలన జ్యామితి 


ఆతి పరావలయ బిందువు 8 
తలము మీది బిందువు P వద్ద గౌసియన్‌ వక్రత బుణాత్మకమయితే అంకే, 


1 _ 342 ౦ అయితే ఆ బిందువును అతి పరావలయ బిందువంటారు. 





-M2 Wr I. 5 
a. <0 కనుక రెండు ప్రధాన. వృక్రతలు క, కలు వ్యత్యస్త 


[ఐక క = 


సంజ్ఞలు కలిగి వుంటాయి. 


పరావలయ బిందువు ౩ . 
బిందువు P వద్ద గౌసియన్‌ వక్రత సున్న అయితే, అంటే LN - 242 = 0 అయితే, 
తలము మీది ఆ బిందువును పరావలయ బిందువంటారు. : 
LN — M2 
K=K Kk, కార్యా =0 కనుక ఒక్క ప్రధాన వక్రలెనా సున్న కావలెను. 
6.28 సివక్షేస్టిక్స్‌ ఏంటీక్షేస్టిక్‌ తలములు (Synclastic, Anticlastic) : 
రెండు (ప్రధాన వక్రతలు ఒకే సంజ్ఞకాని వ్యత్యస్త సంజ్ఞకాని కలిగి ఉన్న తలము 


యొక్క భాగములను సిన్‌ క్షేస్టిక్‌ అనియు ఏంటీక్షేస్టిక్‌ అనియు అంటాము. 


సిన్‌శ్రేస్టిక్‌ ః (పతిబిందువు ద్వీర్ణవృత్త బిందువు అయి వుండాలి. అంటే. 
K=K K >0, అంటే KK ఒకకే సంజ్ఞ కలిగి వుండాలి. 


ఏంటీశేస్టిక్‌ ః (ప్రతిబిందువు అతిపరావలయ బిందువయి' వుండాలి. 


అంటే K=K కకక రగ అంట K స్టాట్‌ వ్యత్యస్త న సంజ్ఞ కలిగి వుంటాయి. 


624 డ్యూపిన్స్‌ యిన్‌డికేటిక్స్‌: 

విర్వచనము 8 దెన బిందువు '0' వద్దగల స్పర్శీయ తలమునక్షు సమాంతరముగా మరియు 
అవిశ్చితముగా దగ్గరగా ఉండు సమతలము 'చేత చేయబడ్డ తలము యొక్క. అదుము '౦' వద్ద 
త్యూంన్‌ యిండికే(టిక్స్‌ అంటాము. 


శ 


(ప్రధాన చిశలు, (ప్రధాన వకతలు మరియు వ(కతా రేఖలు 231 


Dupin indicatrix యొక్క సమీకరణము ! 
'తేలము మీద '0' ఒక బిందువనుకుందాము. 0' కి చాలా దగ్గరగా '౦' యొక్క 
Dupin Indicatrix "మీద (ఇ. ఒక బిందువనుకుందాము. '0' వద్దగల స్పర్మీయ తలము 


మీదికి Q నుండి లంబము 1 అనుకొందాము. 


ఎ 2h =Ldu?+2Mdudv +N 472 





'పబం 6.3 


'రామితీయ వక్రమును వ(కతా రేఖిలుగా తీసుకుందాము. 
= 0, M=0 కనుక 
2h = L du? + N dv? 
థాను వుక్రతలు కృష్కు జ ద్వారా ఇవ్వబడతాయి. 
 మఐ న్న Edu+K (థా 
వామి తీయ వక్రము ౪ = స్థిరము యొక్క మెటిక్‌ ds,” =E dv, 
క u= స్థిరము యొక్క మె[బిక్‌ ds? = (67 కనుక, | 


on 2 2 అ 
2h=K, ds, + Ky ds, కనా 
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ఇప్పుడు '౦' ని మూలబిందువుగా తీసుకుందాము. (ప్రధాన దిశల వెంబడి 0X, 07 
లను, '0' వద్ద తలము యొక్క అభిలంబము వెంబడి 02 ను తీసుకుందాము. @ యొక్క. 
నిరూపకములను (%, ౪, 2)- లగా తీసుకుంటే, 

. x=ds),y=ds,z=h, 
డ్యూపిన్‌ యిండికే(టిక్‌ గ యొక్క సమీకరణము . 
z=h,x2K, +y2K, = 2 


అవుతుంది. '0' వద్ద వక్రత యొక్క (ప్రధాన హ్యావ్‌ హాల R,,R, అనుకుంటే 


al 1 y2 
SE wp Pon క్ల +g =2h. 


ఈ సమీకరణములు శాంకవ ఛేదమును వర్ణన చేస్తున్నాయి... కనుక డ్వూపీన్‌ ఏ యిండికే[ టిక్‌ 
శాంకవ ఛేదమని వస్తుంది. 


బిందువు' దీర వృత్త బీందువయితే, K. క లు ఒకే సంజ్ఞ కలిగి వుంటాయి కనుక 
. శాంకవము దీర వృత్తమవుతుంది. దాని అర్హ అక్షములు (21 మ్రల, (2h R,)¥2 అవుతాయి. 
‘h యొక్క సంజ్ఞ మీద దీర్హ వృత్తము వాస్తవమా, కల్పితమా అన్నది ఆధారపడుతుంది. 

'0'.. కనుక అతివరావలయ చిందువయితే, K జ ర్చి. లు వ్యత్యస్త సంజ్ఞలు కలిగి 
వుంటాయి. కనక శాంకవము h పంజ్ఞ' (పకారము సంయుగ్మ అతిపరావలయములలో ఒకటి 


అవుతుంది. 

మూడన మౌలిక రూపము ః 

' మొదటి మౌలిక రూపము . 

శంతన. డవ Bd +P dude A) 


రెండవ మౌలిక 'రూపము 


ను 24. aN =La2+ 2 dudv + N dy? (=K. రక2ిలని మనకు తెలియును. 





(వ్రధాన 'దిశలు, (ప్రధాన వ[కతలు మరియు వక్రతా రేఖలు ' చ్‌ 233 
మూడవ మౌలిక రూపము 
దా దా. 
HI=dN.dN అని నిర్వచింపబడనది. 
-3 > -— - 

A = N* B=N,.N,, C= N,2 అనుకుంటే 

III = A du? + 2B du dv + Cd. 
6.25 మూడు మౌలిక రూపాలకి మధ్య సంబంధము ! 

K పూర్తి వక్రత, ౮ మొదటి వక్రత అయితే, 1౬1 -౮.11 + Mm £0. 


ఉపపత్తి ః వకతా రేఖలు పరామితీయ వక్రాలను కొందాము. రెండు .పరామితీయ వృక్రాలని 
క,డ లు ప్రధాన వక్రతలను కొంటే, రాడ్‌ రిగ్‌ స్నూతము నుండి, 


Nee క 


625.1 K,T)+N=0, ~~ 
625.2 Kr,+N,=0 వీటి నుండ మరియు F=0,M=0నుండ, 


నే యు యు స ధా 
6.25.3 II=dN.dN =(N శే du + Nav] 
=P) du+K, 7, 4౪) (020.10, (20.1.2) నుండి] 


=K2Edu+K2Ga2 


6.25.4 I=Edu+Gd.. 


= యి రడి 


ఆయన ఖు. 
L=-N,. ri=Kr).ri=KE 


6255 NEE GA 
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- (6.25.3); (6.25.4), (6.25.5) ల నుండి కె 642, (6౪2 లను తొలిగొస్తే 
| ౨ 1 ఇ 
PEE 
లేదో సహ -K)-IK, K,(K,~-K)+11(K,2-K2)=0(K,-K,) తో విభజిస్తే 


* min k- —-II(K స 0: 


= KI-J సమయ =0 
క 


1. హెలికాయిడ్‌ x =u cos 60, y = usin 6, z = =f (wu) HS యొక్క అ అభిలంబ ఛేదము 
యొక్క వ(క్రతను కనుక్కోండి. 
2. హెలికాయిడ్‌ ౫= u cos 6, )” =u sin రి! 2= 069 మీద వక్రములు 


du? - (u2 + ¢2) (02 = 0 లంబ కోణీయ వ్యవస్థను రూపొందిస్తాయని చూపించండి. 


3. ds2= du? + (a2 - u2) dv? అయినప్పుడు (భమణో పరితలము యొక్క సమీకరణను . 


కనుక్కోండి. , 


4. తలము.మీద (పతిబిందువు P వద్ద, ఏ దిశలోనెనా తలము యొక్క. అభిలంబ వక్రత 
పరావలయజములో సమానముగా ఉండేటట్టు ఒక పరావలయజము ఉంటుందని 
చూపించండి, 

5. తలము 39 = 22, & స్థిరరాశి, మీద వక్రతా రేఖలను /22+ 22 ౬ 22 +౪2 = స్థిరరాశి 

" రూపములో కనుక్కోండి. 
6: తలము 17 = 22 మీద (ప్రధాన వక్రతల సమీకరణము మరియు .వ[కతారేఖల యొక్క. 


_: _అవకలన నమీకరణను కనుక్కోండి. 


ప్రధాన దిశలు, (ప్రధాన వ్మకతలు మరియు వక్రతా రేఖలు 


7. తలము 22 = 2౫2 + b్ప?' మీద సామీష్య బిందువులు (0, 0, 0). మరియి. (౯, 5, సగ 


10. 


Ll. 


. వక్రత స్థిరమయినప్పుడు. PT గుండా వెళ్ళే ద్వీర్రవ ఎత్తజము యొక్క అభిలంబ 


Gx 


బిందువుల వద్దగల తలముమీది లంబాలు ఇండించుకుంటే, బిందువు (0, క, %: 


Pej 


మూలబిందువు (0, 0, 0) గుండాపోయే వకతా రేఖ మీద ఉంటుందని చూపించండి. 


tf 


bfx 


(భమణోపరితలము ౫ = 1౯050, y=usin౧6,2=f(1) మీద ఏదెనా బిందువు 


రెండు ప్రధాన వ్మకతలనిచ్చే సమీకరణాన్ని కనుక్కోండి. 


తలము ౫= ౬605 6,)/=ఇ5106, 2=6]102(1+/42- 62) నకు ౨. =-P, అని 
i గ్‌ 
చూపించండి. | 
2 2 2 

దీ SE న De | 
ర వృత్తజము ధ్యా + + = 1 యొక్క పాక్కిలిని కనుక్కోండి. 

2 ys 22 EE | 
దీర్ణవృత్తజము ime 1 యొక్క పొక్కిలి P గుండా వెళ్ళే అభిలంబ ఛేడము 


ac 
యొక్క వకత pa అని చూపించండి. 


X= y= గా; ఉండే బిందువుల వద్ద తలము a2 x2 = 22 (x2 + y2) యొక్క [ప్రధాన 


సే 
వ్యాసార్రములను కనుక్కోండి. 
ద్తీర్ప వృత్తముమీది వ[కము మీద బిందువు P,వద్ద PT స్పర్శర్తేఖ. _స్పృర్శరేఖ 2జి 
వేదము 


ద్వీర్హ వృత్తజము యొక్క అభిలంబ ఛేదము ద్లీర్థ వృత్తమని చూపించండి. మరియు 22 
ఒక శీర్షము P వద్ద వుంటుందని చూపించండి. 


శీ నటు! 
| 


శాంకవజము "యొక్క వక్రతారేఖ వెంబడి రెండు (ప్రధాన వ్యాసార్హములు ఏ విధం 


'విచరణ మవుతాయో కనుక్కోండి. 


మూలబిందువు వద్ద, తలము 22 = 2x2 + 2hxy + by?, సమతలము x + my = చ2 = ఓ 


అ చేదము యొక్క వ(కతా వ్యాసార్ధము, 


ఇ ఖ్శి గ A 
Teg అ ee 


(2 + m2)3/2 (202 — 2h m + bl 21 (12 + m2 + n2) 


= a are 4 
ఖఇండేించుకు వలాదలు ణం 


తలము 32 = ఇకి + పేని సమతలము ఇ = by, వ(కతా రేఖలో ణి 


చూపించండి. 
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20. 
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22. 
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[కో 


" é 
తలము 22 క్ష: అట్టి +... యొక్క మూల బిందువుఉ గుండా వెళ్ళే వేదముల 
క్షే | 


వ్మకతల యొక్క 'కేందముల బిందు పధము 
[ y2 
(x2 + y2 + 32) క్‌ + =z (౫2 +౪2) అని చూపించండి. 
p 1 


ey 
పరావలయజము చ 22 యొక్క ఏదైనా బిందువు వద్ద, (ప్రధాన వ్యాసార్హములు 
2 


డ్‌ 


ల 
52 _ గ!(& + b + 22) + ab కో = 0, H2 = 1+5+25 
గ్‌ | a2 2 


లో ఇవ్వబడతాయని చూపంచండి. 


మూలబిందువు వద తలము 
యు 


2 y2 
22 మ. + (ax® + 3bx2y + 3cxy2 + dy2)/3 + ...... 
= 


యొక్క వ[కతా రేఖల వ కతను కనుక్కోండి. 


2 uD 
పరావలయజము += 22 మరియు (confocal) ఏకనాభీయ 


2 2 | 
వో ణా 22 - %, బిందువు (x, y, 2) వద్ద ఖండించుకుంటు ఆ బిందువు 


వద్ద వక్రత యొక్క (పధాన వ్యాసార్ధములు 3%. మరియు 


H* 2 (20 + 22 - 12) ' 


ab గొ En తో ఇవ్వబడతాయని ఎ చూపించండి. 


22 =— +—~ 


2 2 (ashy + లబడ + ట్వి), 
3 , 
Pr Pp 


.. వ(కతా రేఖల ఉపరితలము 


యొక సంస్పర్శతలము 0౫ రేఖలో స్పృకిస్తే స్తే 20% తలములో (కోణము చేస్తే 


రవి 
= జాలా బ్రున్రి చూప ండీ. 
ల్‌ Po | 


Ee NN wr 
RE. AE | ద a 
దీర్ణవృత్తజము ఇ2 +12 +2 1 యొక్క వక్రతా రేఖల. XY తలరోపె విక్షేపాల అవకలస 


సమీకరణము [02 xy dx? -_ (002 x2 + aa? y2 + a2b2 dx dy + 2a2 xy dy? =0 


ప్రధాన దిశలు, (పధాన వకతలు మరియు వ్మకతా రేఖలు 


/d 
(6 a2 ర 02) xy య! 2 ౫ - స్ట. =0 అనే, సమకరణాన్ని. ాజట్వంద 
అప్పుడు సమాకలన సమీకరణము 

y a2 b2 





x2 — y2 
A (aa? A-—Bb2) 


యిక్కడ A యాదృచ్చిక స్థిరరాశి 


Bhp» 
“aa2(a2- జట. 


x(e-a2)) y2(b2-c2) a 
ar(a2—౫) 2002-0౫ 


వ్‌ ఇ, క్కు 
“at wy WN, 
జ ఛాలా అగ స 


సమీకరణాన్ని రాబల్బుండి. మరియు దీర వృత్తజము దాని ఏకనావి యి వ 


వ[కతా రేఖలు అవుతాయని రాబబ్బండి. 


గ్‌ eet జ శ 
“ol Wt ae 


గ్ర 


సంయుగ్మ దిశలు = అనంత స్పర్శ రేఖలు 


7.1 సంయుగ్మ దిశలు & 
తలముపె సామీప్య బిందువ్లులెన P,Q ల వద్దసుస్న స్నర్లీయ తలములు [ అసు రేఖలో 
ఛేదించుకుంకేు, 2; P అయినప్పుడు, "రేఖలు PQ మరియు ! యొక్క చరమ (limiting) 


దిశలను P వద్ద సంయుగ్మ దిశలని అంటాము. 


72 వెశేషిక సమాసము 
dc? 
— 
5 మీద P గా) వద్ద, యూనిట్‌ అభిలంబ సదిశ N అనియు, ((౫ + 47) వద్ద 
- ధా క శ 

(1 + aN) అని తీసుకుందాము. / యొక్క చరమ స్థితి వెంబడి సదిశ D7 మరియు 
wees స్త 
PQ=dr అయినప్పుడు 

dT =(du, చ= 7) du+7,dv 


DT = (00౪, dv) = 7) ఏళ + 7, Dv అవుతుంది. 


9 గ) మరియు, Q (ఉని) ల స్పర్శీయ తలములపై రేఖ | ఉంటుంది కసక, 
స య 3 
DY. N=0,D?. (స + 4) =0 అవుతుంది. 
వై 
వీటి నుండి D r.dN = 0 అని వస్తుంది. 


ల కస్త! ఆం ఆస 

లో (T,Du+ r 2 DY. (Ny du+N, av =0 
లేదా L du Du + M(du Dv + dv DW) +N dv Dv=0 
లేదా 


du Du du Du 
dv Dv ( 


7 du Du au Du : అస్త 
72.1 L +M 4 + బ్ర + =0ళా గ్ర) వద్ద రెండు దిశలు 
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du 
a) (5 ర సంయుగ్మ దిశలగుటకు పై నియమమును పాటించవలెను. 


. 7.3.1 ఉపసిద్దాంతము - 1; 

వు హా rr 
Dr.dN=dr.DN=LduDu+M(duDv+dvDuWV+NdvDv=0 

D 

కాబట్ట, సంయుగ్మ దిశల ధర్మము వ్యు(త్మమము. అంటే 5- కి దిశ క సంయుగ్మమయితే 
' du 


| Du 
res కీ దిశ హై మసుతుక 


గడు ఉపసిద్దాంతము - 2: 
._ 7.4.1 డట2+ (16+ 6472 =0 


అనే వర్గమునకు సాధనము ద్వారా ఇవ్వబడిన రెండు దిశలను పరిశీలిద్దాము. 


పె సమీకరణ ద్వారా ఇవ్వబడిన రెండు దిశలు (du, dv), (Du, Dv) అనుకుంటే, 


2 
au De లు (కై +q +R= 0 క మూలాలు అవుతాయి. 
uu Du @ 
v Dv 


(23.2.1) లో (పతిక్టేపణ చేస్తే 


7.42 LR-MQ+NP=0 


అని వస్తుంది. సమీకరణ (7.4.1) ద్వారా ఇవ్వబడిన దిశలు సంయుగ్మము అవలూనికి ఇది 


కావలసిన నియమము. 


1 7.5 ఉపసిదాంతము - 3 వ్మకముల కుటుంబము P du+Gdv=0 ద్వారా ఇవ్వబడీ 
| ఈ 


. నప్పుడు, సంయుగ్మ కుటుంబము. 
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(LQ - MP) Du + (MQ —-NP) Dv = 0 ద్వారా ఇవ్వబడుతుంది. 


OE ని ఉపయోగిస్తే (23.2.1) నుండి ఇది వెంబనే వచ్చును. 


Q -P 


7.6 సంయుగ్మ దిశలు మరియు పరామితీయ వక్రములు : 
పరామితీయ వకములకు సంయుగ్మ దిశలు ఉండలూనికి M=0 అనే నియమము 


ఆవకశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ. 
నియమము ఆవశ్యకము ; పరామితీయ వ్మకముల అవకలస సమీకరణము du d౪ = 0 


దీనిని P dU? + Qdudv+ Rdv*=0 తో పోల్చి చూస్తే [= 0, [= 0 మరియు ఇ= 1 అని 
వస్తుంది. సమీకరణము (23.4.2) సుండి అపసర నియమముగా M = 0 అని నస్తుంది. 
విపర్యంగా, M= 0 అయితే, సరామితీయ వకములకు P=0,R=0,Q = 1 కసుక, 


నియమము LR - MQ + NP = 0 నిజమవుతుంది. 


7.7 ఉపసిద్దాంతము ః వృక్రరా 'దేఖలకి సంయుగ్మ దిశలుంటాయి ః 
పరామితీయ వ[కములు వ| కతారేఖ అవలబూనికి నియమాలు F=0,M=0 ఆపశ్యకను, 
పర్యాప్తమూ మరియు M=0 అయిసప్పుడు పరామితీయ వృకములు సంయుగ్మము కసక 


తలము మీద బిండుస్పు వద్ద (పధాస దిశలు (వ(కతా రేఖలు) సంయుగ 


లీ దిశలు అవుతాయి. 


మరియు FF = 0 కసక ఈ; (పధాస దిశలు అభిలంబముగా ఉంటాయి. 


7.8 ఉదాహరణ -- 1; 

తలముపెని ఏ బిందువు వద్దనైనా సంయుగ్మ దిశలలో అభిలంబ వ|కతల వ్యాసార్హముల 
మొత్తము స్థిరమని నిరూసింపుము. 
సాధన ఏ వృక్రతా రేఖలసు పరామితీయ వకములుగా తీసుకొంటే, ” = 0, ౫4 = 0 అవుతాయి. 
(d౪, 4౪) మరియు (రష, 8) తలముపై రెండు దిశలుగా తీసుకొంకే, అని సంయుగ్మ 


మయిసప్పుడు M=0 కసక (7.2.1) సుండీ 
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7.8.1 Ldudu+N dv dv = 0 అవుతుంది. 


సంయుగ్మ దిశలలో అభిలంబ వకతల వ్యాసార్థము వ మరియు వ్వా అసుకొంటే, 


Bac? రియ + (82 క 
Frau N 2 క క 


(7.8.1) సుండి (= (TE కనక. 


వ్‌ 


రి L jd 


EM dyv+Gl2du? EN? dy? + GL? du? 


మరియు 


1+" LN (L du? +N dv2) 


NE+LG Ldu? +N dv? EN+GL 
“IN. ‘Ldu+Ndv2? LN 


అమ్రతుంది. ఇది (4%, 1౪) లపై ఆధారపడబంలేదు కసక మ్మ్‌ + వ్కొ స్టిరమవుతుంది. 


అహ Ese TE టాక అ. Fu ల 
ఊఉ దొవారణ కణ. PAR H తలము y= UU sin V, Zz = f(u) మి మద వరామెతయ వ;కాలు సద వ ధా 
చూపంచుము. 

. ఖః | జ Nf = CIE పకామిలిం 
సాధన ; తలము ౫%= ౪605 ౪ ఎ = ఈమ 1 2 flu) నకు M=౪ కినుక శయ 


వ[కాలు సంయుగ్మమవుతాయి. 


7.9 అనంత స్పర్శరేఖలు 


Re న మం చా ఖో 
అనం ముగా కదు ౫ లేనా హత ret nw me! 
తలము మీద ప్రతిబిందువు వద్ద దిశ స్వయం సంయుగ్మముగా ఉండ వ్యాక 
కన జ du ou ఆం కము 
స్పర్శరేఖ అంటారు. వ యం సంయుగ్మము కనుక గ వన 
Tes on క్ల 


న గిరా టే లం సెం 
= tem! Cm Che Sahl ఖీ phe 
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— 
Ldu+2Mdudv+Ndv=0JదdN.dr=06ని వస్తుంది. 


బిందువు దీర్ణవృత్త బిందువు కాని, పరావలయ బిందువు కాని అతి పరావలయ 

శ క LN ఆ M2 

బిందువుకాని అయిసప్పుడు, అంబ (LN - M2) లేదా గౌసియన్‌ వ్మకత 1న(= జా 
బుణాత్మకమయిసప్పుడు లేదా సున్న అయిసప్పుడు లేదా ధనాత్మకమయిసప్పుడు రెండు 
అనంత స్పర్శరేఖలు వాస్తవము, నురయు ఎవిభిస్నము, ఏక్రీభవించయులట లేదా కల్పితము అపుతాయి. ' 


_(Ldu?+2M dudv +N dv?) 


ఏ దిశలోనెనా అభిలంబ :వ;కత కష = ఆపాలా - సంత 
ల వ వచన జ స భ్రమ బనానా త స 


దిశలకి సున్న అవుతుంది. 


7.9.1 వేరొక నిర్వచనము: 

తలము మీద (ప్రతిబిందువు వద్ద ఒక - విచలస (Inflessional) స్పర్శ శేభిసు 
స్పర్శించుసట్లు ఉండే వృక్రముసు అసంత స్పర్శరేఖని అంటారు. 
7.10 అనంత స్పర్శరెఇకీ ఉస అభిలంబము ఆ బిందువు వద్ద తలముసకు అభిలంబ 
మవుతుందని చమూపెద్దాము. 


సంబంధము. 


కా 
7.10.1 N. ₹ =0ని అవకలసము చేస్తే, 


t+ n=0 లొగా, 
చు al ఇచ్చి 
dN స్‌ 
గ షాన్‌ nz=U 


అసంత స్పర్శణేఖ వెంబడి 


న గన. 


ఫు 
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ఆస్తే సల. | నష 
7.10.2 N.n=0నుoడీ ౫కి కి N సమాంతరముగా ఉంటుందని వస్తుంది. అంకే ౫], 


స్తు 
b కి సమాంతరముగా ఉంటుంది. 


711 ఉప సిద్దాంతము థి 
పరామితీయ వక్రాలు అనంత స్పర్శరేఖలవటానికి L=0, =0, 24 *0 అనే 


నియమాలు ఆవశ్యము, పర్యాప్తమూ. 


సయమము ఆవశ్యకము కి 
పరామితీయ వక్రముల ఆవకలన సమీకరణము du 6౪7 = 0. దీనిని 


Ldu? +2Mdudv +N dv2=0 తో పోలిస్తే 1=0,N=0,M=*0 అని వస్తుంది. . 


విపర్యంగా, L=0, N=0, M*0 అయినప్పుడు, అనంత స్ప ర్శరేఖల సమీకరణము 


du ర = 0 అవుతుంది. ఇది పరామితీయ వకముల అవకలన సమీకరణము. 


7.12 వ|క్రతా రేఖలు | 
పరామితీయ వ(క్రములు అనంత స్పర్శరేఖలయినప్పుడు, 1 = 0, N = 0, 2/4 * 0 కనక 
వక్రతా రీఖల అవకలన సమీకరణము 


రకాలు du? + యా GL) du dv + (FN — GM) dv? = 0, 


Edu?-Gd2=0 కి కుదించబడుతుంది, 


7.12.1 ప్రధాన వ(క్రతలు | 
సమీకరణము (BG - F2) K? (EN + GL -2FM) K + (LN = M2) = 0 
(ప్రధాన నక్షతల నిస్తుంది. లేదా 


H2 K? +2 FMK-M2=0 


M2 
ఎ. గౌసియన్‌ నక్షత [0 = కా 
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మొదటి వ(కత J = a 


7.12.2 అనంత స్పర్శరేఖలు అభిలంబమవటానికి EN _2 FM +GL=0 అనే నియమము 
ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తము. 

సమీకరణము P du? + 2Q du dv +R dv? =0 ఇచ్చే రెండు దిశలు అభిలంబ 
మవటానికి ER -2 FQ + [1 = 0 అనే నియమము ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ అని మనకు 
తెలియును. 

అనంత స్పర్శరేఖల అవకలన సమీకరణము L du? +2 Mdudv +N dv2=0నసు 
వీనితో పోలిస్తే, అనంత' స్పర్శరేఖలు అభిలంబ మవటానికి ౨ - 2 FM+GL=0 అనే 
నియమము ఆవశ్యకమూ, పర్యాప్తమూ అని వస్తుంది. 

అంటే తలము కనిష్ట తలమయినప్పుడు లేదా మొదటి వక్రత సున్న అయినప్పుడు 


' అనంత స్పర్శరేఖలు అభిలంబ మవుతాయి. 


7.13 ఉదాహరణలు: 

1. తలము =uc0osv,y=usinv,z=cv మీద పరామితి వృకములు అనంత 
స్పర్శరేఖలని నిరూపించుము. 

సాధన.ః పరామితి వకములు అనంత స్పర్శరెఖ లవటానికి నియమము, L=0,N=0,M=0 
తలము 7 = (1౦05 7, usin v, ev) నకు L=0,N=0,M=-£ x0 కనుక పై తలము 


మీద పరామితి వ[కములు అనంత స్పర్శరేఖ అవుతాయి. 


2 (భమణోపరితలము 
x =ucos6,y = usin 9, z = flu), u= asin ¢, fu) =a (108 tan ర్‌ + CoS +) | 


do 


sin ¢ 





వెన అనంత స ్పర్శరేఖలు dO =+ తో ఇవ $బడతాయని చూపుము. 


సాధన క T=(u cos 8, ఇ sin 6, ము) కనుక్ష 
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Ll ny మ... 


Ldu2+2Mdudv+Ndv2=0లో వీటిని 'ప్రతిక్టేపస్తే 


7.13.1 fy du? + uf, ౧92 = 0 అని వస్తుంది. 
u=asin6 అయితే 


du=a c0s ¢ 1థ మరియు 


f(u) = a (108 tan న + 605 ¢) కనక, 


గ్‌ = 0060 
టు ues 
“తం acos¢sin?é 


7.13.1 నుండ 


_———”— 22 6052 థ 6థ + a sin ¢ cot 602 = 0 
వను... a” 6005 ¢ d¢* + a sin ¢ cot $ 
do? 


అదా sin? థ 





+d92=0 


3 గ0= ౫ వ. 


“sind 


3. తలము Z2=ysin ౫ మీద అనంత స్పర్శరేఖలను కనుక్కోండి. 
సాధన: Z2=ys5॥nXx కనుక, 
p=ycosx,q=sinx,r=-ysinx,s=cosx,t=0 


~ Ley, N వ. ఐల 2 = 1 + 02+ ర అనదీత స్పర్శ రేఖల సమీకరణము 


L du2 శ 2M dudv +N dv2=0 లో విటిని (పతికేపిస్తే, 


(నే లె 
r dx? 4+ 25 dx dy + t by? = 0 అవుతుంది. 


లేదా ~ysinx dx? + 2005 ౫ dx dy *0 
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2 [-ysinx యం+ 2 6005౫ ర్వ) యం=0 
2 dx=0,-ysinxdx+2cosx dy=0 
dx=0 నుండి ౫=6్మ అని, 
—-ysinxdx+2c05sxdy=0నుండ 


౪2 605 X= 6 అని వస్తుంది. 


7.14 అభ్యాసము : 
x2  y2 j ౫ 
1. పరావలయజము 22= గా - “గా మిద అనంత సొరురిఖలు ా *£ ౫ సరమని 
a2 b2 ఎ a b ® 
చూపించండి. 
౨ తలము=3u1+vD)-u,y=3v(1+u2 ఆ ౪వ 2 = 8 (12 - ౪2) మీద అనంత 


స్పర్శరేఖలు utvz= స్థిరమని చూపించండి. 


ఛం 


z 
తలము₹ఇ= 66051 లె యొక్క అనంత స్పర్శరేఖలు స్తూపము 


Yu = c (ae) + ale) మీద ఉంటాయని చూపించండి. 


అనంత సృర్శరేఖల వక్రత మరియు విమోటనము ః 
ఇంతవరకు అసంత స్పర్శరేఖ అంటే ఏమిటో చూచాము. వాటియొక్క కొన్ని 
ధర్మాలను కూడా చర్చించాము, ఇప్పుడు అనంత స్పర్శరేఖల వక్రత మరియు విమోటసముసు 


కసుక్కుదాము, 


7.15 సిద్దాంతము ! 
అనంత స్పర్శరేఖ యొక్క ద్విపద అభిలంబము తలమునకు అభిలంబముగా ఉంటుంది, 
లేధా తలము మీద వృకొంత అనంత స్పర్శరేఖ వెంట సంస్సర్శక సమతలము, స్పర్మీయ 


తలముతో ఏకీభవించను, 
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- 
ఉపపత్తి ః తలము యొక్క అభిలంబము N మరియు వ(క్రాంత అనంత స్పర్ననేఇ యొక్క 


స్పర్శరేఖ అభిలంబముగా ఉంటాయి కనుక 


> 3 
7.15.1 N. € = 045' తోటి అవకలనము చేస్తే, 


లేదా 


అనంత స్ప రురేఖికి 


3 
N.K.n = 0 అవుతుంది. 35 *0 కనుక, 


వు 
7152 N.n=0 
Xf అ లో 
(7.15.1), (7.15.2) అ నుండి 2, x గ కి అంటే స. 

జ MR జంకే యు 
వుంటుందని వస్తుంది. P యొక్క. దిశ N= b అయ్యేబటబ్లుగా తీసుకుంటే, వ్యకాంత అనంత 
స్పర్శరేఖ యొక్క ఏ బిందువు వద్దనెనా, ద్విపద అభిలంబము తలమునకు అభిలందియి” 
ఉంటుంది. (1 ఇ) 

అనంత స్పర్శశేఖ మీది ఏ భిందువు 7 వద్దనెనా సంస్పర్టిక సమతలము (మ -7) 
1 క ము మీది ఏ బిందువు వద్దవైనా, 
b= 0 అనే సమీకరణముతో ఇవ్వబడుతుంది. మరియు తల శ్ర ॥ 
స్పర్శీయ తలము (FR జా ఫ్రై, N =0 అనే సమీకరణములో ఇన్వబడుతుంది. N=b కమ 
రెండు సమతలాలు ఏకీభవిస్తాయి. అ 
క భవము, 
విసర్యంగా, తలము మీది వక్రము యొక్క కం పద్ద వంన్పర్మ 
ల క సమాంతర దగా 
స్నర్శీయ తలసుతో లు అనుకుందాము. అప్పుడు N మరియు 


gy 


ఉంటొయి, 
1 ఇ 


ఆ ఒకా కు 
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అంటే తలము మీది వక్రము 7 = 7 (5) అనంత స్పర్శరేఖ అవుతుంది. 


7.16 తలము మీది అని J బుజు రేఖలు ఆనంత న ్పర్శురేఖలే 


శ్ర | 
N.t₹=0ని అవకలనము చేస్తే 


అశ 
వ(క్రము బుజు రేఖ అయితే =0 కనుక a = 0 అవుతుంది. 





అరాటే బుజురేఖ అనంత స్పర్శరేఖని వస్తుంది. 


7.17 అనంత స్పర్శరేఖ యొక్క వక్రత మరియు T0r5i01॥ : 
3 శ ఆ 
అనంత స్పర్శరేఖకు b =]? కనుక స' =బే" లేదా 
ను ల. ౫ 
-7n=N అనివస్తుంది. 1 తోటి అదిశా లబ్ధము తీసుకుం, 
3) —3 
₹)- [| నళ] 


వాస్త N' 


+R: n=N (bh 
1. (౫ 


a 


xX 


a 
CI 
| 


xX 


అవకలన జ్యామితి 
' .వంయుగ్మ దిశలు - అనంత స్పర్శశేఖిలు 249 


కడి 1 Nz] జ [౫ N, చ 


"ల = కళలో కనుక 
“బై శో =K లేదా 
=. (క 7) 
-P.(Rx7P) 
[71౫ +1=[2, +, +] 
[Rp | 


7.18 బెల్‌ట్రామి ఎన్నెపెర్‌ సిద్దాంతము ః 
ఏదైనా ఒక బిందువు ద్వారా వెళ్లే రెండు అనంత స్పర్శరేఖల torsion పరిమాణములో 
సమానము కాని. వాటి సంజ్ఞ, ఒకేలాగ ఉండదు. మరియు వీటిలో ఏ ఒకటి తీసుకున్నా, దాని 


,వర్గము గౌసియన్‌ క వాటాలు అంటే? 23 J-K 
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అలానే. అాాస్టే 
JF, Ny, వలీ 


EM-FL ౨ EN-GL , , FN-GM 2 
TT న ని. 


తే స్పర్శ'రేఖలను పరామితి వక్రాలుగా తీసుకుంటే 1 = 0, N = 0, ౫[*0 కనుక 
T= శీ (2౬ - 67) 
మొదటి మౌలిక రూపము నుండి, 
Eu” + 2Fu'v'+Gv’=1 
అనంత స్పర్శరేఖలు పరామితి వక్రాలు కనుక అనంత స్పర్శరేఖ ॥ = స్టిరమునకు, 1" =0 
: G౪” =1మరియు = (G౪) =-7 
' అనంత స్పర్శరేఖ v= స్టిరమునకు, v'=0 


. B1౪” = 1మరియు Tze (2) ఎల్ల 


1 IN-M M2 
గౌసియన్‌ వ(క్రత K — Tm Hr 


M2 M 
అ గా =-—K లేదా! =r = + V- K. 
7.19 వక్రత దిశ అనంత స్పర్శ దిశలను ఛేదించును ః 
పరామితి వకాలను అనంత స్పర్శరేఖలుగా తీసుకొంటే _=0, N= 0, M*౦0 వకతా 
రేఖల అవకలన సమీకరణము 


(EM - FL) du2 + (EN — GL) du dv + (FN — GM) dv? = 0 


సంయుగ్మ దిశలు - అనంత స్పర్శరేఖలు 


E du? — (64౪2 = 0 అవుతుంది. 
పరామితి వ్మకముల మధ్యకోణమును శేదించు దిశ అ d॥౮? -G v౪ =0 తో ఇవ గబడునని మ 


తెలియును. కనుక వ(కత దిశ అనంత స్పర్శ దిశలను చేదించును. . 


7120 ఉదాహరణలు 


1. అనంత స్పర్శరేఖ యొక్క వ(క్రతను 
క్‌ 


గా రాయగలమని నిరూపించుము. 


సాధన * అనంత స్పర్శరే; యొక్క వక్రత 
K=[N,7',P"J=N.(P' x7") 
(టో vat. 
~~ 2 (P'xP") 


H 
| 3 
T..7 TT 
1 1 1 
కే ట్‌ >| ut 
ToT mr 


HIG) fe 279-0 ఇ) 


2. [భమణోపరితలము ౫ = ౫ 005 v,y=usinvz= లేము మీద అనంత స్పర్శరేఖలు 


వ 
f.. du? + uf, dv2=0 అ చూపించండి. వాటీ యొక్క Torsion విలువలు 
11 


(—-u° f, ff.) 
ఆమా 


అదా a ft 
+ (1+ Res ఫై 
వపాధన ః అనంత స్పర్శరేఖల సమీకరణము 


720.1 కయి +బెకయటా +N కళ 260.. 
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7 =(ucos v,-u sin v, f(u)) కనుక 


uf u2 f 
L జ M =0, N= 


వీటిని (24.6.1) లో |ప్రతిక్షేపిస్తే, 


u2 
11 uf, 
gf + fH (72 = 0 అని వస్తుంది. 





లేదా fe du + uf, dv2=0 


: (LN - M2) uff, 
వమరియు? = = (ఛా oo a “Eat 


3. తలము 2 =10 y) మీద అనంత స్పర్శరేఖలు 7 మ? + 25 dx dy + t 1౪? = 0 తోను, 


Torsion + NV దట తోను ఇవ్య్వబడతాయని నిరూపించుము. 
{(1+p2+q22 


సాధన ః తలము మాంగే రూపములో ఉన్నది కాబట్టి 


క = బా 


లగా 


N H2=1+p2+q2 


La 
H’ 
Ldu2+2Mdudv+Ndv=0 లో వీటిని (పతిక్షేపిస్తే, 


M dx? + 2s dx dy * t.4)2 = 0 మరియు గౌసియన్‌ వకత 
_IN-M? 1-92 


H2 కో 


లం జలా జనకాలు 
H2 ఛ(1+ 92+ 022 


K 








